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Triangulos Ortologicos, Perspectivos y La Recta de Euler.

Introduccion.

Leonhard Euler:

El nombre de Euler aparece tan frecuentemente en tantas ramas de las matematicas que son
obligadas unas breves palabras sobre él. Leonhard Euler naci6 en 1707 en Basilea, Suiza. En
1727, fue invitado a la Academia de San Petersburgo en Rusia. En 1741, marché a Berlin,
para hacerse cargo de la catedra de Matematica de la Academia Prusiana. Volvié a San
Petersburgo en 1766, y permanecio alli hasta su muerte en 1783.

Euler era un trabajador incansable, sus actividades enriquecieron todos los campos de las
matematicas. Se mire donde se mire, hay un teorema de Euler, una Férmula de Euler o un
método de Euler. Euler escribidé 473 ensayos que se publicaron durante su vida, 200 que se
publicaron poco después, y 61 mas que tuvieron que esperar. Mas aln, hizo todo esto con un
severo impedimento, perdié la vision de un ojo en 1735, y la vision del otro en 1766. Su
habilidad de manipulacion era destacable, y su intuitiva comprension matematica era enorme.
En este trabajo aparte de dar una introduccién a los tridngulos ortologicos y perspectivos

haremos una demostracién que relaciona la Recta de Euler con dichos tridngulos.

Triangulos ortolégicos.

Definicion:
Diremos que un triangulo XYZ es ortologico respecto a un triangulo ABC si las
perpendiculares de X,Y, Z respecto de BC, CA, AB son concurrentes. Al punto de interseccion

se lo llama centro de ortologia de XYZ respecto de ABC.
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Figura (a) figura Figura (b)

La figura 1 muestra una forma de conseguir un triangulo XYZ ortoldgico respecto de ABC.

Consideramos un punto cualquiera S del plano y elegimos XYZ cualesquiera en las

perpendiculares por S a BC, CA, AB.

El siguiente lema nos da una condicion necesaria y suficiente para que el Tridngulo XYZ sea

ortoldgico respecto de ABC.

Lema: El triangulo XY Z es ortologico respecto de ABC si y solo si se cumple:
MX-BC+MY-CA+MZ-4AB =0, [1],

para cualquier punto M del plano.

Antes de la demostracion una aclaracion:

En primer lugar, la expresion en el primer miembro de [1] es independiente del valor de M,

ya que si llamamos f(M) a la expresion [1] resultaria que para cualesquiera M y N, tenemos

que

f(M)=MX-BC+MY-CA +MZ-AB =0,

f(Ny=NX-BC+NY-CA +NZ-AB =0,

si restamos miembro a miembro, tenemos:

f(M)—f(N)=MX-BC+MY-CA+MZ-AB —(NX-BC+NY-CA +NZ-AB)
agrupando adecuadamente, nos queda:

MX-BC —NX-BC +MY-CA —NY-CA+MZ-AB—~NZ-AB

sacando factor comdn en cada término BC, CA y A B respectivamente, nos queda:

(MX —NX)-BC + (MY —NY)-CA + (MZ —NZ)-AB =




MN-BC+MN-CA+MN-AB=MN-(BC +CA +A4B)

ycomoBC + CA +AB = 0, nos queda:

f(M)—f(N)=MN-(BC+CA+AB)=MN-0=0
por lo tanto,
fM)—f(N) =0
fM) = f(N).

Por lo tanto esto nos muestra que el lema no depende del punto que elijamos, sera suficiente
comprobar el lema para un punto cualquiera.

Ahora, para demostrar el lema, si XYZ es ortoldgico respecto de ABC, y si tomamos como M
el centro de ortologia de XYZ respecto de ABC es claro que [1] se cumple, pues cada uno de
los tres sumandos se anula, por ser los vectores perpendiculares. Reciprocamente, si [1] se

cumple para cualquier M, tomamos como M el punto de interseccion de las perpendiculares a
BC y CA por X e Y respectivamente, y [1] se reducira a MZ - AB = 0, es decir, MZ también

sera perpendicular a AB y XYZ seré ortoldgico respecto de ABC, g.e.d.

Simetria de la definicion.

Es natural preguntarse si el hecho de que un triangulo sea ortoldgico respecto de otro implica
que el Gltimo serd también ortoldgico respecto del primero. En este apartado veremos que la
respuesta es afirmativa, lo que permitird expresar la relacion de ortologia diciendo
simplemente que los tridngulos ABC y XYZ son ortologicos. Los centros de ortologia podran

coincidir, pero seran, en general, distintos.

Propiedad 1: Si el tridngulo XYZ es ortolégico respecto de ABC entonces el triangulo ABC
también es ortoldgico respecto de XY Z.
Demostracion:
Recordando el lema anterior, si XYZ es ortologico respecto de ABC, haciendo M = X en el
lema, tendremos que:

XX-BC+XY-CA+XZ-AB =0,
y nos queda al ser el primer término nulo:

XY-CA+XZ-AB =0,

equivalente a (cambiando el sentido de los vectores):




AB-ZX +AC-XY =0
agregando adecuadamente el término que nos falta, queda:
AA-YZ +AB-ZX +AC-XY =0
que coincide con la expresion:
MA-YZ +MB -ZX + MC - XY =0
cuando M = A, es decir, ABC es ortoldgico respecto de XYZ, g.e.d.

Casos Particulares.

Triangulo Pedal.
Definicion:
Si por un punto P interior de un triangulo ABC, se trazan las perpendiculares por P a cada uno

de los lados del triangulo ABC, los pies de estas perpendiculares son los vértices de un

triangulo XY Z que se llama triangulo Pedal para el punto P.

B X C

figura 2
Propiedad 2: El tercer triangulo Pedal es semejante al tridngulo original.

Demostracion:

Primero vamos a demostrar una propiedad previa: “Lugar geométrico de Thales”
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figura 3

El lugar geométrico de los puntos del plano que “miran” un segmento AB bajo un angulo
dado de amplitud «, estd formado por dos arcos de circunferencia de cuerda AB y se llaman
arcos capaces sobre AB de angulo «, cuya amplitud es la mitad del angulo central de la cuerda
AB, en la figura 4.a, se muestra como dos puntos P y P’ sobre la cuerda AB tienen el
mismo angulo «, cuya amplitud es la mitad de S, el &ngulo central correspondiente a la
cuerda AB.

Observacion: En caso que o = 90°, los arcos resultan ser dos semicircunferencias de didmetro
AB, es decir una circunferencia de diametro AB, y a esto se denomina Lugar geométrico de
Thales (figura 4.b).

Volviendo a la propiedad




Unimos el punto P con cada uno de los vertices del triangulo ABC, y por la propiedad recien

demostrada, P pertenece a la circunferencia circunscripta de los triangulos (ver figura 5):
ACiB;,  BjA,C,,  CA,B,,  B3A3C,, B, C3ds

ya que corresponden a triangulos rectangulos cuya hipotenusa es el diametro de la

circunferencia circunscripta.

figura 5

entonces tenemos que: 4 = a + B,

donde, « = B;AP y § = C, AP

luego:
a = B{AP = B,C,P, ya que abarca el arco B, P
B,C,P = A,C,P = A,B,P, yaque abarca el arco 4,P
A,B,P = (3B,P = (3A5P, ya que abarca el arco C3P
por lo tanto:

—

a=CGAP [
por otro lado, tenemos que:
B = C,AP = C;B;P, ya que abarca el arco C, P,
C,B,P = A,B;P = A,C,P, ya que abarca el arco A,P,
A,C,P = B;C,P = B;A5P, ya que abarca el arco B;P




por lo tanto:
B = B3AsP [2]
y COMo:
A" = GGA3P + B3 AP
por [1] y [2], resulta que:
A"=a+p=4A=

andlogamente:

B=8B"|y|l¢ ="

por lo tanto los triangulos ABC y A"'B""'C""" son semejantes, g.e.d.
Triangulo ortico.

Definicion:
Llamaremos triangulo ortico de un tridngulo acutdngulo ABC al triangulo XYZ formado por
los pies de las alturas del triangulo ABC sobre los lados del mismo.

El triangulo ortico es un caso particular del triangulo Pedal (cuando P es el ortocentro).

figura 6

Propiedad 3: Las alturas de un triangulo acutangulo ABC son bisectrices del triangulo 6rtico
XYZ del ABC




Demostracion:

B* X

figura 7

Tenemosque X =a+a,Y=B+B'yZ=y+7y.

Vamos a probar que a = «'.

Como Z e Y son vértices de triangulos rectangulos cuya hipotenusa comin es BC, entonces
los cuatros puntos B, Z,Y, C estan en una circunferencia por Lugar geométrico de Thales, y
por lo tanto, son iguales los angulos inscriptos € y &'

Anélogamente, por ser rectos los angulos ¥ y a’ = HXC estan los cuatros puntos C,Y, H, X en
otra circunferencia, verificando que a’ = &', de manera analoga se demuestra que a = &, por
lotanto a = o'

De manera similar obtenemosque 8 =B’y y =y'.

Por lo tanto, las alturas del triangulo ABC son bisectrices del triangulo ortico XYZ, g.e.d.

Es decir, el ortocentro de un triangulo acutangulo es el incentro de su triangulo ortico.
Corolario: los lados del triangulo bisecan a los angulos exteriores de su triangulo ortico.

Propiedad 4: Dado un tridngulo ABC y su ortico XYZ (con X € BC, Y € AC, Z € AB)

entonces:

A =7XB =YXC, B =7ZYA = XYC, ¢ =AZY = XZB




figura 8

Demostracion:
Sea H el ortocentro del tridngulo ABC.
Como Z y X son vértices de triangulos rectangulos BZH y BXH respectivamente, cuya
hipotenusa comin es BH, entonces los cuatros puntos B, Z, H, X estan en una circunferencia
por “Lugar geométrico de Thales”.
Por lo tanto, son iguales los angulos inscriptos XZB = XHB [1], ya que comparten el mismo
arco BX
pero:
XHB = 90° — HBX [2]

por ser un angulo del triangulo rectangulo BXH.
y

HBX =YBC [3]
por tener el mismo vértice B y las mismas semirrectas BH =BY y BX = BC
reemplazando [1], [3] en [2], nos queda:

XZB =90° - YBC
pero:

90°—YBC =C

por suma de angulos interiores del tridngulo rectdngulo BYC
por lo tanto:

XZB=C [4]




por otro lado, la propiedad 3 nos dice que las alturas de un triangulo acutangulo ABC son
bisectrices del triangulo értico XY Z, tenemos que:
CZX =CZY [5]
y por ser alturas del triangulo ABC, tenemos que:
BZC = AZC = 90°
y tenemos que:

CZX + XZB = BZC [6]

CZY +YZA=AZC 7]
igualando [6] y [7], nos queda:
CZX + XZB = CZY +YZA
por [5] y simplificando:
XZB =YZA [8]
entonces por [4]y [8]:

\XZB = YZA = C|

De manera similar se demuestra para los angulos A = ZXB = YXC, B = ZYA = XYC de la

Figura 8, g.e.d.

Corolario: Los triangulos AYZ, BXY,CXY y ABC son semejantes
Propiedad 5: Las perpendiculares por A4, B, C a los lados YZ, ZX, XY del tridngulo értico XYZ

de ABC se cortan en el circuncentro O de ABC.

A
) {
2L H
Y
B X C
figura 9

Demostracion:
Hemos trazado las perpendiculares por Ay C aYZ y XY, respectivamente que se cortan en el

punto O.
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El triangulo OAC es isOsceles, ya que:

por propiedad 4,

por lo tanto:

0A=0C [1]
y de forma analoga:

0A=0B [2]
entonces por [1] y [2], tenemos que:

0A=0B=0C

por lo tanto, O es el circuncentro del triangulo ABC, g.e.d.

Propiedad 6: el producto de los segmentos en los que un lado de un triangulo queda dividido
por el vértice correspondiente del triangulo értico es igual al producto de los lados del
triangulo drtico que pasan por el vértice considerado.

Demostracion:

figura 10

Como por el corolario de la Propiedad 4 los tridngulos XBZ y XCY son semejantes, entonces:
BX YX __ __
Xz XC
Corolario: el producto de los seis segmentos en los que los lados de un triangulo quedan
divididos por los pies de las alturas es igual al cuadrado del producto de los tres lados del

triangulo ortico.
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Propiedad 7: Dado el triangulo ortico XYZ de un tridngulo acutangulo ABC. Sean D, E los
simétricos de X respecto de los lados AB y AC respectivamente, entonces D, Z, Y, E, estan
alineados.

Demostracion:

figura 11

Tenemos por la propiedad 3 que a = «'.
Ademas E es el simétrico de X, respecto de AC , y comoY pertenece al eje de simetria,
resulta que: § = B,
luego por ser altura, a + f§ = 90°
entonces:
2a + 2B = 180°

por lo tanto:

a+a +p+p =180°
en consecuencia: Z,Y, E estan alineados.
De manera similar D, Z,Y estan alineados.

Por lo tanto D, Z,Y, E estdn alineados, g.e.d.

Tridngulo de los puntos medios.

Definicion:
El triangulo formado al unir los puntos medios de los lados de un tridngulo se denomina

triangulo de los puntos medios o tridngulo medial.

12
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El tridngulo de los puntos medios es un caso particular del tridngulo Pedal (cuando P es el
A
| /\Y
/\)
B X

figura 12

circuncentro).

Propiedad 8: Un triangulo y su tridngulo de puntos medios tienen el mismo baricentro (G).

A
Z/\Y
B X C

figura 13

Demostracion:

Vemos que el cuadrilatero AZXY es un paralelogramo, ya que XZ y XY son base medias del
ABC.

Entonces las diagonales AX y ZY se bisecan, por lo tanto la mediana al lado BC del triangulo
ABC coincide con la mediana al lado ZY del tridngulo XY Z.

De manera analoga se demuestra que las otras dos medianas de ambos triangulos coinciden.

Es decir, ambos triangulos tienen el mismo baricentro G, g.e.d.




Propiedad 9: Un triangulo y su triangulo de los puntos medios son semejantes con una razon
2:1.

Demostracion:

Vemos que el cuadrilatero BZYX es un paralelogramo, ya que XY y YZ son bases medias del
ABC.

Tenemos que:

ZY =BX [1]
y como
BX = ~BC
2
por ser X punto medio de BC
y por [1] nos queda:
ZY ==BC
despejando:
B,
ZY
similarmente:
ac 4B

==2, :—2 [3]
ZX XY

por [2]y[3] ABC y XYZ son semejantes, ya que tienen sus lados correspondientes

proporcionales y con una razén 2:1, g.e.d.
La Recta de Euler

Propiedad 10: El ortocentro, el baricentro y el circuncentro de un tridngulo (no equilatero)
estan alineados. El baricentro divide la distancia del ortocentro al circuncentro en la razon
2:1.

La recta que pasa por el ortocentro, el baricentro y el circuncentro se llama Recta de Euler.

Demostracion:

14
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B D H (4

figura 14

Primeros vamos a destacar algunos elementos de la figura 14, el tridngulo XYZ es el
triangulo de los puntos medios del ABC, las medianas del ABC se cortan en G (baricentro), las
alturas del ABC se cortan en H (ortocentro).

Los triangulos XYZ y del ABC son semejantes y la razon entre dos segmentos cualesquiera
correspondientes sera de 2: 1, por propiedad 8.

Ahora bien, las alturas del triangulo XYZ son las mediatrices del triangulo ABC, concluimos
que el ortocentro (0) del triangulo XY Z es el circuncentro del triangulo ABC, ya que BC || ZY
por ser XY Z triangulo de puntos medios del ABC y BC L X0 por ser X0 medatriz del ABC, lo
tanto, ZY L X0, y de manera similar para los demas vértices, entonces O es el ortocentro del
triangulo XYZ

Como H es el ortocentro del triangulo ABC mientras que O es el ortocentro del triangulo

XYZ, por ser semejantes y ademas por propiedad 8, tenemos: % = 2yque g =2 [1].

Finalmente, como AD y OX son ambas perpendiculares a BC, ambas son paralelas. Por lo
tanto,
HAG = 0XG [2]
por ser alternos internos en Ad || OX y AX transversal.
y por [1] y [2], resulta que
AGHA ~ AOXG Con una razon 2:1 [3]

por lo tanto




Es decir, son opuestos por el vértice, entonces O, G, H estan alineados y por [3], HG = 26O,

g.e.d.

Propiedad 11: Los pies de las tres alturas de un triangulo, los puntos medios de los tres lados y
los tres puntos de Euler (puntos medios de cada segmento que unen los vértices con el
ortocentro), pertenece a una circunferencia.

Dicha circunferencia se denomina circunferencia de los nueve puntos, o circunferencia de

Feuerbach.

figura 15

XYZ triangulo de los puntos medios, es decir: X punto medio de BC, Y punto medio de ACy
Z punto medio de AB. [1]

DEF tridngulo ortico.

K,L,M, puntos de Euler, es decir: K punto medio de AH, L punto medio de HB y M punto
medio de HC. [2]

Demostracion:

ZY base media de ABC respecto de BC por [1] [3]

LM base media de BHC respecto de BC por [2] [4]

De [3] y 4], resulta que:

16
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BC __ __
BCILMIZY y —-=IM=ZY [5]

ZL base media de BHA respecto de AH, por [1]y [2] [6]
YM base media de CHA respecto de AH, por [1]y [2] [71
De [6] y [7], resulta que:

=YM [8]

T~

AH
AH I AD || ZLIYM y —= =

como AD L BC, por ser altura, y por [5] y [8], resulta que el paralelogramos ZLMY es un

rectangulo.

figura 16

De manera similar pero tomando los triangulos AHC y ABC con lado base comin ACy los
triangulos AHB'y ABC con base com(n AB, los cuadrilateros ZXMK y KLXY, son también
rectangulos.

Todo rectangulo es inscriptible en una circunferencia cuyo didmetro es la diagonal.

KXy MZ es diametro de la circunferencia que pasa por LKYX,

MZ y LY es diametro de la circunferencia que pasa por ZKMX,

como las diagonales de un rectangulo son iguales, nos queda que KX = MZ = LY [9]

17
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figura 17

entonces tienen el mismo diametro por lo tanto pertenecen a la misma circunferencia,

KX y LY es diametro de la circunferencia que pasa por KLXY,

luego coinciden los diametros (figura 17), entonces los puntos pertenecen a la misma
circunferencia,

K,Z,L,X,M,Y, pertenecen a la misma circunferencia.

En el tridngulo ortico DEF, tenemos que:

KDX = 90, entonces pertenece a la circunferencia de diametro KX,

MFZ = 90, entonces pertenece a la circunferencia de diametro MZ,

LEY = 90, entonces pertenece a la circunferencia de diametro LY,

ya que los diametros coinciden por [9], entonces los puntos pertenecen a la misma
circunferencia.

Luego D, E, F, X, Y, Z, K, L, M, pertenecen a la misma circunferencia, g.e.d.

Propiedad 12: el centro de la circunferencia de los nueve puntos de un tridangulo ABC esta situada en
la recta de Euler, equidistante del ortocentro y el circuncentro

Demostracion:

18
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figura 18

Por la propiedad 12, en la circunferencia de los nueve puntos, los tres puntos K,L,M son
diametralmente opuestos a X, Y, Z, donde N es el centro de la circunferencia, es decir N = KX N LY n
ZM. Cualesquiera de los dos triangulos KLM y XYZ, pueden obtenerse del otro con una simetria
central de centro N.

Esta simetria que intercambia los dos triangulos, debe intercambiar también sus ortocentros H y O,
respectivamente.

Por lo tanto, el centro de la circunferencia de los nueve puntos esta en la recta de Euler por estar en el

punto medio de HO (ver figura 18), g.e.d.

Teorema de Menelao:

Los puntos X,Y,Z de los lados BC,CA, AB (convenientemente prolongados) del triangulo

ABC estén alineados, si y solo si:

Figura (a) fi . Figura (b)
igura

( 1
| ¥ )



Como los puntos X,Y,Z estan alineados (como muestra la figura 19), por ellos pasa una
recta L. Sean h,, h,, h; las distancias de A, B, C alarecta L.
Por semejanza de triangulos, tenemos que:
BX _hy OV _hy AZ_M
CX hy’ AY hy’ BZ h,
multiplicando las tres igualdades, obtenemos:
BX CY AZ h, h; hy

—_— —— ¢ —— T — f —— . ——

simplificando, nos queda que:
BX CY AZ
—_— === = 1, q_e,d,
CX AY BZ

Reciprocamente si esta igualdad se verifica para cualquier punto X,Y,Z de cada lado,
entonces estos tres puntos estan alineados.

Demostracion:
Si X,Y, Z estan en cada uno de los tres lados de manera tal que i: —=-==1 [1]

sea Z' el punto de corte de AB y XY. Entonces por el teorema anterior, resulta que
BX CY AZ
CX AY BZ'

por [1] y [2], resulta:

BX CY AZ BX CY AZ
CX AY BZ CX AY B7Z

entonces:
AZ A7
BZ BZ
Si definimos la funcion,
AZ
f:(AB) > RY/f(2) = —

Como Z € (A, B) tenemos que Z # B, entonces f es continua.

A medida que tomamos distintos Z, observamos que AZ crece y ZB decrece. Entonces f es
estrictamente creciente.

Por lo tanto f es inyectiva, yaque Z#Z'=Z2Z<72'=f(Z)<fZ)Y=>fZ)+f(Z). Y
Cuando Z— A, f(X) — O0ycuando Z — B, f(Z) — +oo.

20
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Por lo tanto f es biyectiva, entonces existe exactamente un punto Z € (4, B) donde f(Z) = § € R*
Por lo tanto Z' coincide con Z, y hemos probado que X, Y, Z estan alineados, g.e.d.

Triangulos Perspectivos.

Definicion:

Diremos que los triangulos ABC y XYZ son perspectivos desde una recta si los puntos de
interseccion {P} = BC N YZ,{Q} = CAn ZXy {R} = AB n XY son colineales, la recta que
contiene dichos puntos se llama eje de perspectiva. Asimismo, diremos que los triangulos
ABC y XYZ son perspectivos desde un punto si las rectas AX, BY y CZ se cortan en un punto,

Ilamado centro de perspectiva.

figura 20

Teorema de Desargues.

Si dos triangulos estan en perspectiva desde un punto, y si sus pares de lados correspondientes
se cortan, entonces los tres puntos de interseccion estan alineados.

El reciproco también es cierto, por lo que los dos conceptos son equivalentes.

Demostracién del teorema de Desargues:

21
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Q

figura 21

Aplicando el teorema de Menelao en las tres ternas de puntos PZY, QXZ, RYX de los lados de
los tres tridngulos OBC, OCA, OAB, se obtiene:

Bpovcz_ ., CQAX Oz . AR BY OX |

CP BY 0Z AQ 0OX CZ =~ BR 0y AX

multiplicamos miembro a miembro estas tres expresiones, se obtiene

CP BY 0Z AQ 0OX CZ BR o0Y AX
simplificando llegamos a

CP 4Q BR

con lo que P, Q, R estan alineados, g.e.d.
El reciproco del teorema de Desargues:

Si dos tridngulos estan en perspectiva desde una recta, y si cada par de vértices
correspondiente estan unidos por rectas que se cortan, los triangulos estan en perspectiva

desde el punto de interseccién de estas rectas.
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figura 22

Demostracion:
Al considerar el triangulo ABC y el triangulo XYZ, en perspectiva desde una recta, queremos
indicar que hay tres puntos que estan alineados

{(P}=BCNnYZ {Q}=BAnYX, {R}=ACnZX
como se muestra en la Figura 22 . Definiendo {0} = AX n CZ, queremos demostrar que este
punto O esta alineado con B y Y. Como los tridangulos QAX y PCZ son perspectivos desde el
punto R, podemos aplicar el teorema directo de Desargues, y concluir que los puntos de
interseccion de los pares de lados correspondientes, a saber,

{0Y= AXNnCZ, {B}=QANPC, {Y}=0XNPZ

estan alineados, como desedbamos, g.e.d.
Conclusion: Si dos tridngulos ABC y XYZ estan en perspectiva desde un punto entonces

también lo estan respecto de una recta.

Triangulos perspectivos y ortoldgicos.

Analizando el triangulo ABC y su triangulo ortico XYZ, y teniendo en cuenta que las tres
alturas AX, BY,CZ se cortan en el ortocentro H, los triangulos ABC y XYZ son perspectivos
desde un punto y, por el teorema de Desargues, también seran perspectivos de una recta. En

este caso el eje de perspectiva se llama eje ortico del triangulo ABC.
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Eje artico

figura 23

Ahora vamos a ver un interesante teorema donde se relacionan la recta de Eulery el eje ortico

Teorema: El eje ortico de un triangulo es perpendicular a la recta de Euler de dicho triangulo.
Recordemos que la circunferencia de los nueve puntos del tridngulo ABC pasa por los pies

X; Y; Z de las alturas, y su centro N en el punto medio del ortocentro H y el circuncentro O
del triangulo ABC.

[

Recta de Euler

figura 24
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Concepto previo: “Eje radical de dos circunferencias”
Definicion: La Potencia de un Punto con respecto a una circunferencia, es el producto de
sus distancias a cualquier par de puntos en la circunferencia que sean colineales con él.
Se llama eje radical de dos circunferencias al lugar geométrico de los puntos cuyas potencias
respecto de dos circunferencias no concéntricas es la misma, es una recta perpendicular a la
recta que une los dos centros.
Demostracion:
En términos de coordenadas cartesianas, el cuadrado de la distancia d entre dos puntos (x, y)
y (a,b) es:

d’ = (x —a)’ + (y — b)?

Por tanto, la potencia de (x, y), con respecto a la circunferencia de centro (a, b) y radio r es:

figura 25

PA-PB=(d+7r)({d—-71)=d*—1?

d>—r?=(x—a)*+ (y—b)*—r?
En particular, la propia circunferencia como lugar geométrico de los puntos (x, y) de potencia
cero, tiene la ecuacion:

x—a)?+@y-b?-r2=0 [1]
La misma ecuacion, en forma (x —a)? + (y — b)? = r?, expresa la circunferencia como
lugar geométrico de los puntos cuyas distancias desde (a, b) tiene el valor constante r.
Cuando esta circunferencia se expresa en la forma

x?+y?—2ax—2by+c=0 [2]
(Donde ¢ = a? + b? — r?), la potencia de un punto arbitrario (x,y) se expresa de nuevo

como el miembro izquierdo de la ecuacidn, es decir, x? + y? — 2ax — 2by + c.
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Otras circunferencias que tengan el mismo centro (a, b) pero radio diferentes, tienen una
ecuacion de la misma forma con un c distinto, y cualquier circunferencia con centro diferente
tiene una ecuacion de la forma:

x2+y2—=2ad'x—-2by+c' =0 [3]
Donde,a #a' Vb # b’
Por lo tanto, somos libres de utilizar las ecuaciones [2] y [3] para las dos circunferencias no
concéntricas mencionadas en el teorema.
El lugar geométrico de los puntos (x,y) cuyas potencias con respecto a estas dos
circunferencias es igual a:

x2+y%—2ax—2by+c=x*+y?—2a'x—2b'y+¢

Como x2 + y? se cancelan, este lugar geométrico es la recta

—2ax —2by+c=-2a'x—-2b'y+ ¢

Operando, nos queda:
1
(@ —a)x+ (' —Db)y = E(C’ —c)

Escogiendo nuestro sistema de referencia de forma que el eje x una los dos centros, podemos

expresar las dos circunferencias en la forma mas simple

figura 26
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x2+y%—2ax+c¢=0, x2+y2—2d'x+c' =0 [4]

Donde a # a’. Entonces el lugar geométrico se convierte en
c'—c
x= 2(a' —a)

Esta recta, que es paralela al eje y y es perpendicular al eje x (que es la recta que une a los
dos centros). Como la recta puede definirse geométricamente en términos de las
circunferencias (como conteniendo todos los puntos de igual potencia), podemos tomarla
como el mismo eje y en la figura. Asi dos circunferencias cualesquiera pueden expresarse en
forma mucha mas sencilla.

x2+y?—2ax+c=0, x2+y?—2dx+c=0 [5]
Entonces el lugar geométrico de los puntos es la recta x = 0. Inversamente, cualquier punto
(0,y) de la recta x = 0 tiene la misma potencia y2 + ¢ respecto de ambas circunferencias,

g.e.d.

Demostracion del teorema:

Volviendo a la Figura 23,

Eje ortico

|

Recta de Euler

figura 27
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Si calculamos la potencia de Q respecto a la circunferencia de didmetro AC y pasa por Z y X,
ya que AZCy AXC son triangulo rectangulo cuya hipotenusa es AC, nos da que QX - QZ =
QA - QC, pero Ay C estan también en la circunferencia circunscrita a ABC, con centro 0,y X
y Z estan en la circunferencia de los nueve puntos del triangulo ABC, por lo que QA -
QC y QX - QZ son las potencias del punto Q respecto de estas dos circunferencias. Como son
iguales, resulta que Q es un punto que tiene la misma potencia respecto de las dos
circunferencias, por lo que Q debe estar en el eje radical de las dos circunferencias.

Lo mismo le ocurriré a los otros puntos P y R, asi que deducimos aqui, no solo que los puntos
P, Q, R estan alineados, sino que el eje ortico, la recta que los contiene, por ser el eje radical
de dos circunferencias, es perpendicular a la recta que une los centros, es decir a la recta de

Euler del triangulo ABC, g.e.d.
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