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Triángulos Ortológicos, Perspectivos y La Recta de Euler. 
 

Introducción. 

Leonhard Euler: 
El nombre de Euler aparece tan frecuentemente en tantas ramas de las matemáticas que son 

obligadas unas breves palabras sobre él. Leonhard Euler nació en 1707 en Basilea, Suiza. En 

1727, fue invitado a la Academia de San Petersburgo en Rusia. En 1741, marchó a Berlín, 

para hacerse cargo de la cátedra de Matemática de la Academia Prusiana. Volvió a San 

Petersburgo en 1766, y permaneció allí hasta su muerte en 1783. 

Euler era un trabajador incansable, sus actividades enriquecieron todos los campos de las 

matemáticas. Se mire donde se mire, hay un teorema de Euler, una Fórmula de Euler o un 

método de Euler. Euler escribió 473 ensayos que se publicaron durante su vida, 200 que se 

publicaron poco después, y 61 más que tuvieron que esperar. Más aún, hizo todo esto con un 

severo impedimento, perdió la visión de un ojo en 1735, y la visión del otro en 1766. Su 

habilidad de manipulación era destacable, y su intuitiva comprensión matemática era enorme.  

En este trabajo aparte de dar una introducción a los triángulos ortológicos y perspectivos 

haremos una demostración que relaciona la Recta de Euler con dichos triángulos. 

Triángulos ortológicos. 

Definición: 

Diremos que un triangulo ܻܼܺ es ortológico respecto a un triangulo ܥܤܣ si las 

perpendiculares de ܺ, ܻ, ܼ respecto de ܥܤ, ,ܣܥ  son concurrentes. Al punto de intersección ܤܣ

se lo llama centro de ortología de ܻܼܺ respecto de ܥܤܣ. 
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 1 ܽݎݑ݂݃݅

 

La ݂݅݃1 ܽݎݑ muestra una forma de conseguir un triángulo XYZ ortológico respecto de ABC. 

Consideramos un punto cualquiera S del plano y elegimos XYZ cualesquiera en las 

perpendiculares por S a BC, CA, AB. 

El siguiente lema nos da una condición necesaria y suficiente para que el Triángulo ܻܼܺ sea 

ortológico respecto de ܥܤܣ. 

 :si y solo si se cumple ܥܤܣ El triángulo ܻܼܺ es ortológico respecto de :ࢇ࢓ࢋࡸ

ሬሬሬሬሬሬԦܺܯ · ሬሬሬሬሬሬԦ ܥ ܤ ൅ ሬሬሬሬሬሬԦܻܯ · ሬሬሬሬሬሬሬԦ ܣ ܥ ൅ ሬሬሬሬሬሬԦܼܯ · ሬሬሬሬሬሬሬԦ ܤ ܣ ൌ 0,   ሾ1ሿ, 

para cualquier punto ܯ del plano. 

Antes de la demostración una aclaración: 

En primer lugar, la expresión en el primer miembro de ሾ1ሿ es independiente del valor de ܯ, 

ya que si llamamos ݂ሺܯሻ a  la expresión ሾ1ሿ resultaría que para cualesquiera M y N, tenemos 

que  

݂ሺܯሻ ൌ ሬሬሬሬሬሬԦܺܯ · ሬሬሬሬሬሬԦ ܥ ܤ ൅ ሬሬሬሬሬሬԦܻܯ · ሬሬሬሬሬሬሬԦ ܣ ܥ ൅ ሬሬሬሬሬሬԦܼܯ · ሬሬሬሬሬሬሬԦ ܤ ܣ ൌ 0, 

y 

݂ሺܰሻ ൌ ܰܺሬሬሬሬሬሬԦ · ሬሬሬሬሬሬԦ ܥ ܤ ൅ ܻܰሬሬሬሬሬԦ · ሬሬሬሬሬሬሬԦ ܣ ܥ ൅ ܼܰሬሬሬሬሬԦ · ሬሬሬሬሬሬሬԦ ܤ ܣ ൌ 0, 

si restamos miembro a miembro, tenemos: 

݂ሺܯሻ െ ݂ሺܰሻ ൌ ሬሬሬሬሬሬԦܺܯ · ሬሬሬሬሬሬԦ ܥ ܤ ൅ ሬሬሬሬሬሬԦܻܯ · ሬሬሬሬሬሬሬԦ ܣ ܥ ൅ ሬሬሬሬሬሬԦܼܯ · ሬሬሬሬሬሬሬԦ ܤ ܣ െ ൫ܰܺሬሬሬሬሬሬԦ · ሬሬሬሬሬሬԦ ܥ ܤ ൅ ܻܰሬሬሬሬሬԦ · ሬሬሬሬሬሬሬԦ ܣ ܥ ൅ ܼܰሬሬሬሬሬԦ ·  ሬሬሬሬሬሬሬԦ൯ ܤ ܣ

agrupando adecuadamente, nos queda: 

ሬሬሬሬሬሬԦܺܯ · ሬሬሬሬሬሬԦ ܥ ܤ െ ܰܺሬሬሬሬሬሬԦ · ሬሬሬሬሬሬԦ ܥ ܤ ൅ ሬሬሬሬሬሬԦܻܯ · ሬሬሬሬሬሬሬԦ ܣ ܥ െ ܻܰሬሬሬሬሬԦ · ሬሬሬሬሬሬሬԦ ܣ ܥ ൅ ሬሬሬሬሬሬԦܼܯ · ሬሬሬሬሬሬሬԦ ܤ ܣ െ ܼܰሬሬሬሬሬԦ ·  ሬሬሬሬሬሬሬԦ ܤ ܣ

sacando factor común en cada término ܥ ܤ ሬሬሬሬሬሬԦ, ܣ ܥ ሬሬሬሬሬሬሬԦ y ܤ ܣ ሬሬሬሬሬሬሬԦ respectivamente, nos queda: 

ሺܺܯሬሬሬሬሬሬሬሬԦ െ ܰܺሻሬሬሬሬሬሬሬሬԦ · ሬሬሬሬሬሬԦ ܥ ܤ ൅ ሺܻܯሬሬሬሬሬሬሬሬԦ െ ܻܰሬሬሬሬሬԦሻ · ሬሬሬሬሬሬሬԦ ܣ ܥ ൅ ሺܼܯሬሬሬሬሬሬԦ െ ܼܰሬሬሬሬሬԦሻ · ሬሬሬሬሬሬሬԦ ܤ ܣ ൌ 

ܽݎݑ݃݅ܨ ሺܾሻ
             

 ሺܽሻ ܽݎݑ݃݅ܨ
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ሬሬሬሬሬሬሬԦܰܯ · ሬሬሬሬሬሬԦ ܥ ܤ ൅ ሬሬሬሬሬሬሬԦܰܯ · ሬሬሬሬሬሬሬԦ ܣ ܥ ൅ ሬሬሬሬሬሬሬԦܰܯ · ሬሬሬሬሬሬሬԦ ܤ ܣ ൌ ሬሬሬሬሬሬሬԦܰܯ · ሺܥ ܤ ሬሬሬሬሬሬሬሬԦ ൅ ሬሬሬሬሬሬሬԦ ܣ ܥ ൅  ሬሬሬሬሬሬሬԦሻ ܤ ܣ

y como ܥ ܤ ሬሬሬሬሬሬԦ ൅ ሬሬሬሬሬሬሬԦ ܣ ܥ ൅ ሬሬሬሬሬሬሬԦ ܤ ܣ ൌ 0ሬԦ, nos queda: 

݂ሺܯሻ െ ݂ሺܰሻ ൌ ሬሬሬሬሬሬሬԦܰܯ · ሺܥ ܤ ሬሬሬሬሬሬሬሬԦ ൅ ሬሬሬሬሬሬሬԦ ܣ ܥ ൅ ሬሬሬሬሬሬሬԦሻ ܤ ܣ ൌ ሬሬሬሬሬሬሬԦܰܯ · 0ሬԦ ൌ 0 

por lo tanto, 

݂ሺܯሻ െ ݂ሺܰሻ ൌ 0 

݂ሺܯሻ ൌ ݂ሺܰሻ. 

Por lo tanto esto nos muestra que el lema no depende del punto que elijamos, será suficiente 

comprobar el lema para un punto cualquiera. 

Ahora, para demostrar el lema, si ܻܼܺ es ortológico respecto de ܥܤܣ, y si tomamos como ܯ 

el centro de ortología de ܻܼܺ respecto de ܥܤܣ es claro que ሾ1ሿ se cumple, pues cada uno de 

los tres sumandos se anula, por ser los vectores perpendiculares. Recíprocamente, si ሾ1ሿ se 

cumple para cualquier ܯ, tomamos como ܯ el punto de intersección de las perpendiculares a 

ሬሬሬሬሬሬԦܼܯ por ܺ ݁ ܻ respectivamente, y ሾ1ሿ se reducirá a ܣܥ ݕ ܥܤ · ሬሬሬሬሬሬԦ ܤܣ ൌ  0, es decir, ܼܯሬሬሬሬሬሬԦ también 

será perpendicular a ܤܣሬሬሬሬሬԦ y ܻܼܺ será ortológico respecto de ܥܤܣ, q.e.d. 

Simetría de la definición. 

Es natural preguntarse si el hecho de que un triángulo sea ortológico respecto de otro implica 

que el último será también ortológico respecto del primero. En este apartado veremos que la 

respuesta es afirmativa, lo que permitirá expresar la relación de ortología diciendo 

simplemente que los triángulos ܥܤܣ y ܻܼܺ son ortológicos. Los centros de ortología podrán 

coincidir, pero serán, en general, distintos. 

Propiedad 1: Si el triángulo ܻܼܺ es ortológico respecto de ABC entonces el triángulo ABC 

también es ortológico respecto de ܻܼܺ. 

Demostración: 

Recordando el ࢇ࢓ࢋ࢒ anterior, si ܻܼܺ es ortológico respecto de ܥܤܣ, haciendo ܯ ൌ ܺ en el 

lema, tendremos que: 

ܺܺሬሬሬሬሬԦ · ሬሬሬሬሬሬԦ ܥ ܤ ൅ ܻܺሬሬሬሬሬԦ · ሬሬሬሬሬሬሬԦ ܣ ܥ ൅ ܼܺሬሬሬሬሬԦ · ሬሬሬሬሬሬሬԦ ܤ ܣ ൌ 0, 

y nos queda al ser el primer término nulo: 

ܻܺሬሬሬሬሬԦ · ሬሬሬሬሬሬሬԦ ܣ ܥ ൅ ܼܺሬሬሬሬሬԦ · ሬሬሬሬሬሬሬԦ ܤ ܣ ൌ 0, 

equivalente a (cambiando el sentido de los vectores): 
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ሬሬሬሬሬԦܤܣ · ܼܺሬሬሬሬሬԦ ൅ ሬሬሬሬሬԦܥܣ · ܻܺሬሬሬሬሬԦ ൌ 0 

agregando adecuadamente el término que nos falta, queda: 

ሬሬሬሬሬԦܣܣ · ܻ  ܼሬሬሬሬሬሬԦ ൅ ሬሬሬሬሬԦܤܣ · ܼܺሬሬሬሬሬԦ ൅ ሬሬሬሬሬԦܥܣ · ܻܺሬሬሬሬሬԦ ൌ 0 

que coincide con la expresión: 

ሬሬሬሬሬሬԦܣܯ · ܻ  ܼሬሬሬሬሬሬԦ ൅ ሬሬሬሬሬሬԦܤܯ · ܼܺሬሬሬሬሬԦ ൅ ሬሬሬሬሬሬԦܥܯ · ܻܺሬሬሬሬሬԦ ൌ 0 

cuando ܯ ൌ  .es ortológico respecto de ܻܼܺ, q.e.d ܥܤܣ ,es decir ,ܣ

Casos Particulares. 

Triángulo Pedal. 

Definición:  

Si por un punto ܲ interior de un triángulo ܥܤܣ, se trazan las perpendiculares por P a cada uno 

de los lados del triángulo ܥܤܣ, los pies de estas perpendiculares son los vértices de un 

triangulo ܻܼܺ que se llama triangulo Pedal para el punto ܲ. 

 

 
 2 ܽݎݑ݂݃݅

Propiedad 2: El tercer triángulo Pedal es semejante al triángulo original. 

Demostración: 

Primero vamos a demostrar una propiedad previa: “Lugar geométrico de Thales” 
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 3 ܽݎݑ݂݃݅

 

El lugar geométrico de los puntos del plano que “miran” un segmento ܤܣതതതത bajo un ángulo 

dado de amplitud α, está formado por dos arcos de circunferencia de cuerda ܤܣ y se llaman 

arcos capaces sobre ܤܣതതതത de ángulo α, cuya amplitud es la mitad del ángulo central de la cuerda 

.4 ܽݎݑ݂݃݅ en la ,ܤܣ ܽ, se muestra como dos puntos ܲ ݕ ܲԢ sobre la cuerda ܤܣ tienen el 

mismo ángulo α, cuya amplitud es la mitad de ߚ, el ángulo central correspondiente a la 

cuerda ܤܣ. 

Observación: En caso que α = 90°, los arcos resultan ser dos semicircunferencias de diámetro 

 തതതത, y a esto se denomina Lugar geométrico deܤܣ തതതത, es decir una circunferencia de diámetroܤܣ

Thales (݂݅݃4 ܽݎݑ. ܾሻ. 

Volviendo a la propiedad 

 
 4 ܽݎݑ݂݃݅

ܽݎݑ݂݃݅ ሺܾሻ 
                

ܽݎݑ݃݅ܨ      ሺܽሻ
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Unimos el punto ܲ con cada uno de los vértices del triángulo ܥܤܣ, y por la propiedad recién 

demostrada, ܲ pertenece a la circunferencia circunscripta de los triángulos (5 ܽݎݑ݂݃݅ ݎ݁ݒ): 

,ଵܤଵܥ ܣ ,ଶܥଶܣଵܤ ,ଶܤଶܣଵܥ ,ଶܥଷܣଷܤ  ଷܣଷܥ ଶܤ

ya que corresponden a triángulos rectángulos cuya hipotenusa es el diámetro de la 

circunferencia circunscripta. 

 
 5 ܽݎݑ݂݃݅               

entonces tenemos que:  ܣ ෢ ൌ ߙ ൅    ,ߚ

donde, ߙ ൌ ෣ܲܣଵܤ ߚ ݕ  ൌ ෣ܲܣଵܥ  

luego: 

ߙ ൌ ෣ܲܣଵܤ ൌ ଵܲ෣ܥଵܤ , ya que abarca el arco ܤଵܲ 

ଵܲ෣ܥଵܤ ൌ ଵܲ෣ܥଶܣ ൌ ଶܲ෣ܤଶܣ , ya que abarca el arco ܣଶܲ 

ଶܲ෣ܤଶܣ ൌ ଶܲ෣ܤଷܥ ൌ ଷܲ෣ܣଷܥ , ya que abarca el arco ܥଷܲ 

por lo tanto: 

ߙ ൌ ଷܲ෣ܣଷܥ         ሾ1ሿ 

por otro lado, tenemos que: 

ߚ ൌ ෣ܲܣଵܥ ൌ ଵܲ෣ܤଵܥ , ya que abarca el arco ܥଵܲ, 

ଵܲ෣ܤଵܥ ൌ ଵܲ෣ܤଶܣ ൌ ଶܲ෣ܥଶܣ , ya que abarca el arco ܣଶܲ, 

ଶܲ෣ܥଶܣ ൌ ଶܲ෣ܥଷܤ ൌ ଷܲ෣ܣଷܤ , ya que abarca el arco ܤଷܲ 
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por lo tanto:  

ߚ ൌ ଷܲ෣ܣଷܤ      ሾ2ሿ

y como: 

ԢԢԢ෢ܣ ൌ ଷܲ෣ܣଷܥ ൅ ଷܲ෣ܣଷܤ  

por [1] y [2], resulta que: 

ԢԢԢ෢ܣ ൌ ߙ ൅ ߚ ൌ መܣ ฺ መܣ ൌ ԢԢԢ෢ܣ  

análogamente: 

෠ܤ ൌ ԢԢԢ෢ܤ  y ܥመ ൌ ԢԢԢ෢ܥ  

por lo tanto los triángulos ܥܤܣ y ܣԢԢԢܤԢԢԢܥԢԢԢ son semejantes, q.e.d. 

Triángulo órtico. 

Definición: 

Llamaremos triángulo órtico de un triángulo acutángulo ܥܤܣ al triángulo ܻܼܺ formado por 

los pies de las alturas del triángulo ܥܤܣ sobre los lados del mismo. 

El triángulo órtico es un caso particular del triangulo Pedal (cuando ܲ es el ortocentro). 

 

 
 6 ܽݎݑ݂݃݅

Propiedad 3: Las alturas de un triángulo acutángulo ܥܤܣ son bisectrices del triángulo órtico 

ܻܼܺ del ܥܤܣ 
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Demostración: 

 
 7 ܽݎݑ݂݃݅

 

Tenemos que ෠ܺ ൌ ߙ ൅ Ԣ, ෠ܻߙ ൌ ߚ ൅ Ԣ y መܼߚ ൌ ߛ ൅  .Ԣߛ

Vamos a probar que ߙ ൌ  .Ԣߙ

Como ܼ e ܻ son vértices de triángulos rectángulos cuya hipotenusa común es ܥܤതതതത, entonces 

los cuatros puntos ܤ, ܼ, ܻ,  están en una circunferencia por Lugar geométrico de Thales, y ܥ

por lo tanto, son iguales los ángulos inscriptos ߝ y ߝԢ. 

Análogamente, por ser rectos los ángulos ෠ܻ y ߙᇱ ൌ ෣ܥܺܪ  están los cuatros puntos ܥ, ܻ, ,ܪ ܺ en 

otra circunferencia, verificando que ߙԢ ൌ ߙ Ԣ, de manera análoga se demuestra queߝ ൌ  por ,ߝ

lo tanto ߙ ൌ  .Ԣߙ

De manera similar obtenemos que ߚ ൌ ߛ  Ԣ yߚ ൌ  .Ԣߛ

Por lo tanto, las alturas del triángulo ܥܤܣ son bisectrices del triángulo órtico ܻܼܺ, q.e.d. 

Es decir, el ortocentro de un triángulo acutángulo es el incentro de su triángulo órtico. 

Corolario: los lados del triángulo bisecan a los ángulos exteriores de su triángulo órtico. 

Propiedad 4: Dado un triángulo ܥܤܣ y su órtico ܻܼܺ (con ܺ א ܻ ,ܥܤ א ܼ ,ܥܣ א  (ܤܣ

entonces: 

መܣ ൌ ෣ܤܼܺ ൌ ,෣ܥܻܺ ෠ܤ ൌ ෣ܣܻܼ ൌ ,෣ܥܻܺ መܥ ൌ ෣ܻܼܣ ൌ  ෣ܤܼܺ
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Demostración: 

Sea H el ortocentro del triángulo ܥܤܣ.  

Como ܼ y ܺ son vértices de triángulos rectángulos ܪܼܤ y ܪܺܤ respectivamente, cuya 

hipotenusa común es ܪܤതതതത, entonces los cuatros puntos ܤ, ܼ, ,ܪ ܺ están en una circunferencia 

por “Lugar geométrico de Thales”. 

Por lo tanto, son iguales los ángulos inscriptos ܼܺܤ෣ ൌ ෣ܤܪܺ     ሾ1ሿ, ya que comparten el mismo 

arco ܺܤ 

pero: 

෣ܤܪܺ ൌ 90° െ ෣ܺܤܪ     ሾ2ሿ 

por ser un ángulo del triángulo rectángulo ܪܺܤ. 

y 

෣ܺܤܪ ൌ  ෣     ሾ3ሿܥܤܻ

por tener el mismo vértice ܤ y las mismas semirrectas ܪܤሬሬሬሬሬሬԦ ൌ ሬሬሬሬሬԦܺܤ  ሬሬሬሬሬԦ yܻܤ ൌ  ሬሬሬሬሬԦܥܤ

reemplazando ሾ1ሿ, ሾ3ሿ en ሾ2ሿ, nos queda: 

෣ܤܼܺ  ൌ 90° െ  ෣ܥܤܻ

pero: 

90° െ ෣ܥܤܻ ൌ  መܥ

por suma de ángulos interiores del triángulo rectángulo ܥܻܤ 

por lo tanto: 

෣ܤܼܺ ൌ  መ        ሾ4ሿܥ



 

10 

por otro lado, la propiedad 3 nos dice que las alturas de un triángulo acutángulo ܥܤܣ son 

bisectrices del triángulo órtico ܻܼܺ, tenemos que: 

෣ܼܺܥ ൌ ෣ ܻܼܥ      ሾ5ሿ 

y por ser alturas del triangulo ܥܤܣ, tenemos que: 

෣ܥܼܤ ൌ ෣ܥܼܣ ൌ 90°  

y tenemos que: 

෣ܼܺܥ ൅ ෣ܤܼܺ ൌ  ෣      ሾ6ሿܥܼܤ

y 

෣ ܻܼܥ ൅ ෣ܣܼܻ ൌ  ෣       ሾ7ሿܥܼܣ

igualando ሾ6ሿ y ሾ7ሿ, nos queda: 

෣ܼܺܥ ൅ ෣ܤܼܺ ൌ ෣ ܻܼܥ ൅  ෣ܣܼܻ

por ሾ5ሿ y simplificando: 

෣ܤܼܺ ൌ  ෣      ሾ8ሿܣܼܻ

entonces por ሾ4ሿ y ሾ8ሿ:  

෣ܤܼܺ ൌ ෣ܣܼܻ ൌ መܥ  

De manera similar se demuestra para los ángulos ܣመ ൌ ෣ܤܼܺ ൌ ,෣ܥܻܺ ෠ܤ ൌ ෣ܣܻܼ ൌ  ෣ de laܥܻܺ

 .q.e.d ,8 ܽݎݑ݃݅ܨ

Corolario: Los triángulos ܼܻܣ, ,ܻܺܤ  son semejantes ܥܤܣ y ܻܺܥ

Propiedad 5: Las perpendiculares por ܣ, ,ܤ ,ܼܻ a los lados ܥ ܼܺ, ܻܺ del triángulo órtico ܻܼܺ 

de ܥܤܣ se cortan en el circuncentro ܱ de ܥܤܣ. 

B

A

C

HZ

Y

X

O
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Demostración: 

Hemos trazado las perpendiculares por ܣ y ܥ a ܻܼ y ܻܺ, respectivamente que se cortan en el 

punto ܱ.  
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El triángulo ܱܥܣ es isósceles, ya que: 

෣ܥܣܱ ൌ  90° െ ෠ܤ  ൌ  .෣ܣܥܱ 

por propiedad 4, 

por lo tanto: 

തതതതܣܱ ൌ  തതതത     ሾ1ሿܥܱ

y de forma análoga: 

തതതതܣܱ ൌ  തതതത     ሾ2ሿܤܱ

entonces por ሾ1ሿ y ሾ2ሿ, tenemos que: 

തതതതܣܱ ൌ തതതതܤܱ ൌ  തതതതܥܱ

por lo tanto, ܱ es el circuncentro del triángulo ܥܤܣ, q.e.d. 

Propiedad 6: el producto de los segmentos en los que un lado de un triángulo queda dividido 

por el vértice correspondiente del triángulo órtico es igual al producto de los lados del 

triángulo órtico que pasan por el vértice considerado. 

Demostración: 
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Como por el corolario de la Propiedad 4 los triángulos ܼܺܤ y ܻܺܥ son semejantes, entonces: 

തതതതܺܤ
ܼܺതതതത ൌ

ܻܺതതതത
തതതതܥܺ ฺ തതതതܺܤ · തതതതܥܺ ൌ ܻܺതതതത · ܼܺതതതത 

Corolario: el producto de los seis segmentos en los que los lados de un triángulo quedan 

divididos por los pies de las alturas es igual al cuadrado del producto de los tres lados del 

triángulo órtico. 

തതതതܺܤ ൉ തതതതܥܺ ൉ തതതതܻܥ ൉ തതതതܣܻ ൉ തതതതܼܣ ൉ തതതതܤܼ ൌ ሺܻܺതതതത · ܼܺതതതതሻ ൉ ሺܻܺതതതത ൉ ܻܼതതതതሻ ൉ ሺܼܻതതതത ൉ ܼܺതതതതሻ ൌ ሺXYതതതത ൉ YZതതതത ൉ ZXതതതതሻଶ 
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Propiedad 7: Dado el triángulo órtico ܻܼܺ de un triángulo acutángulo ܥܤܣ. Sean D, E los 

simétricos de X respecto de los lados ܤܣതതതത y ܥܣതതതത respectivamente, entonces D, Z, Y, E, están 

alineados. 

Demostración: 
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Tenemos por la propiedad 3 que ߙ ൌ  .Ԣߙ

Además ܧ es el  simétrico de ܺ,  respecto de ܥܣ  ,  y  como ܻ pertenece al eje de  simetría, 

resulta que: ߚ ൌ  ,Ԣߚ

luego por ser altura,  ߙ ൅ ߚ ൌ 90° 

entonces: 

ߙ2 ൅ ߚ2 ൌ 180° 

por lo tanto: 

ߙ ൅ Ԣߙ ൅ ߚ ൅ Ԣߚ ൌ 180° 

en consecuencia: ܼ, ܻ,  .están alineados ܧ

De manera similar ܦ, ܼ, ܻ están alineados. 

Por lo tanto ܦ, ܼ, ܻ,  .están alineados, q.e.d ܧ

Triángulo de los puntos medios. 

Definición:  

El triangulo formado al unir los puntos medios de los lados de un triángulo se denomina 

triángulo de los puntos medios o triángulo medial.  
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El triángulo de los puntos medios es un caso particular del triángulo Pedal (cuando P es el 

circuncentro). 
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Propiedad 8: Un triangulo y su triángulo de puntos medios tienen el mismo baricentro (ܩ). 

Demostración: 
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Vemos que el cuadrilátero ܻܼܺܣ es un paralelogramo, ya que ܼܺ തതതതതy ܻܺതതതത son base medias del 

  .ܥܤܣ

Entonces las diagonales ܺܣതതതത y ܼܻതതതത se bisecan, por lo tanto la mediana al lado ܥܤതതതത del triángulo 

 .ܼܻܺ coincide con la mediana al lado ܼܻതതതത del triángulo ܥܤܣ

De manera análoga se demuestra que las otras dos medianas de ambos triángulos coinciden. 

Es decir, ambos triángulos tienen el mismo baricentro ܩ, q.e.d. 



 

14 

Propiedad 9: Un triángulo y su triángulo de los puntos medios son semejantes con una razón 

2:1. 

Demostración: 

Vemos que el cuadrilátero ܻܼܺܤ es un paralelogramo, ya que ܻܺ തതതതതy ܻܼതതതത son bases medias del 

 .ܥܤܣ

Tenemos que: 

ܼܻതതതത ൌ  തതതത       ሾ1ሿܺܤ

y como 

തതതതܺܤ ൌ
1
2  തതതതܥܤ

por ser ܺ punto medio de ܥܤതതതത 

y por ሾ1ሿ nos queda: 

ܼܻതതതത ൌ
1
2  തതതതܥܤ

despejando: 

ܥܤ
ܼܻതതതത
തതതത

ൌ 2       ሾ2ሿ 

similarmente: 

ܥܣ
ܼܺതതതത
തതതത

ൌ 2,
ܤܣ
ܻܺതതതത
തതതത

ൌ 2     ሾ3ሿ 

por ሾ2ሿ ݕ ሾ3ሿ ܥܤܣ y ܻܼܺ son semejantes, ya que tienen sus lados correspondientes 

proporcionales y con una razón 2:1, q.e.d. 

La Recta de Euler 

Propiedad 10: El ortocentro, el baricentro y el circuncentro de un triángulo (no equilátero) 

están alineados. El baricentro divide la distancia del ortocentro al circuncentro en la razón 

2: 1.  

La recta que pasa por el ortocentro, el baricentro y el circuncentro se llama Recta de Euler. 

Demostración: 
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Primeros vamos a destacar algunos elementos de la ݂݅݃14 ܽݎݑ, el triángulo ܻܼܺ es el 

triángulo de los puntos medios del ܥܤܣ, las medianas del ܥܤܣ se cortan en ܩ (baricentro), las 

alturas del ܥܤܣ se cortan en ܪ (ortocentro). 

Los triángulos ܻܼܺ y del ܥܤܣ son semejantes y la razón entre dos segmentos cualesquiera 

correspondientes será de 2: 1, por propiedad 8.  

Ahora bien, las alturas del triángulo ܻܼܺ son las mediatrices del triángulo ܥܤܣ, concluimos 

que el ortocentro (ܱ) del triángulo ܻܼܺ es el circuncentro del triángulo ܥܤܣ, ya que ܥܤ צ ܼܻ  

por ser ܻܼܺ triangulo de puntos medios del ܥܤܣ y ܥܤ ٣ ܱܺ por ser ܱܺ medatriz del ܥܤܣ, lo 

tanto, ܼܻ ٣ ܱܺ, y de manera similar para los demás vértices, entonces O es el ortocentro del 

triángulo ܻܼܺ 

Como ܪ es el ortocentro del triángulo ܥܤܣ mientras que ܱ es el ortocentro del triángulo 

ܻܼܺ, por ser semejantes y además por propiedad 8, tenemos:  ஺ுതതതത

ை௑തതതത ൌ 2 y que ஺ீതതതത

ீ௑തതതത ൌ 2   ሾ1ሿ. 

Finalmente, como ܦܣ y ܱܺ son ambas perpendiculares a ܥܤ, ambas son paralelas. Por lo 

tanto, 

෣ܩܣܪ ൌ ෣ܩܱܺ     ሾ2ሿ 

por ser alternos internos en ݀ܣ צ ܱܺ y ܺܣ transversal. 

y por ሾ1ሿ y ሾ2ሿ, resulta que 

 Con una razón 2:1  ሾ3ሿ ܩܱܺ∆ ~ ܣܪܩ∆

por lo tanto 

෣ܪܩܣ ൌ ෣ܱܩܺ  
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Es decir, son opuestos por el vértice, entonces ܱ, ,ܩ തതതതܩܪ ,están alineados y por ሾ3ሿ ܪ ൌ  ,തതതതܱܩ2

q.e.d. 

Propiedad 11: Los pies de las tres alturas de un triángulo, los puntos medios de los tres lados y 

los tres puntos de Euler (puntos medios de cada segmento que unen los vértices con el 

ortocentro), pertenece a una circunferencia.  

Dicha circunferencia se denomina circunferencia de los nueve puntos, o circunferencia de 

Feuerbach. 
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ܻܼܺ triángulo de los puntos medios, es decir: ܺ punto medio de ܥܤതതതത, ܻ punto medio de ܥܣ തതതതതy 

ܼ punto medio de ܤܣതതതത.   ሾ1ሿ 

 .triángulo órtico ܨܧܦ

,ܭ ,ܮ  punto ܯ തതതത yܤܪ punto medio de ܮ ,തതതതܪܣ punto medio de ܭ :puntos de Euler, es decir ,ܯ

medio de ܥܪതതതത.   ሾ2ሿ 

Demostración: 

ܼܻതതതത base media de ABC respecto de ܥܤതതതത por  [1]   [3] 

 തതതത por [2]   [4]ܥܤ respecto de ܥܪܤ തതതത base media deܯܮ

De ሾ3ሿ 4 ݕሿ, resulta que: 
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ܥܤ צ ܯܮ צ   ݕ  ܻܼ
ܥܤ
2

തതതത
ൌ തതതതܯܮ ൌ ܼܻതതതത        ሾ5ሿ 

 തതതത, por ሾ1ሿ y ሾ2ሿ  [6]ܪܣ respecto de ܣܪܤ തതതത base media deܮܼ

 തതതത, por ሾ1ሿ y ሾ2ሿ  [7]ܪܣ respecto de ܣܪܥ തതതതത base media deܯܻ

De ሾ6ሿ y ሾ7ሿ, resulta que: 

ܪܣ צ ܦܣ צ ܮܼ  צ  ݕ  ܯܻ
ܪܣ
2

തതതത
ൌ തതതതܮܼ ൌ  തതതതത    ሾ8ሿܯܻ

como ܦܣ ٣  es un ܻܯܮܼ por ser altura, y por  [5] y [8], resulta que el paralelogramos ,ܥܤ

rectángulo. 
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De manera similar pero tomando los triángulos ܥܪܣ y ܥܤܣ con lado base común ܥܣ തതതതതy los 

triangulos ܤܪܣ y ܥܤܣ con base común ܤܣതതതത, los cuadriláteros ܼܺܭܯ y ܻܺܮܭ, son también 

rectángulos. 

Todo rectángulo es inscriptible en una circunferencia cuyo diámetro es la diagonal. 

 ,ܻܺܭܮ തതതതത es diámetro de la circunferencia que pasa porܼܯ  തതതത yܺܭ

 ,ܺܯܭܼ തതതത es diámetro de la circunferencia que pasa porܻܮ തതതതത yܼܯ

como las diagonales de un rectángulo son iguales, nos queda que  ܺܭതതതത ൌ തതതതതܼܯ ൌ   തതതത  ሾ9ሿܻܮ
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entonces tienen el mismo diámetro por lo tanto pertenecen a la misma circunferencia, 

 ,ܻܺܮܭ തതതത es diámetro de la circunferencia que pasa porܻܮ തതതത yܺܭ

luego coinciden los diámetros (݂݅݃17 ܽݎݑ), entonces los puntos pertenecen a la misma 

circunferencia, 

,ܭ ܼ, ,ܮ ܺ, ,ܯ ܻ, pertenecen a la misma circunferencia. 

En el triángulo órtico ܨܧܦ, tenemos que: 

ܺܦܭ ൌ 90, entonces pertenece a la circunferencia de diámetro ܺܭതതതത, 

ܼܨܯ ൌ 90, entonces pertenece a la circunferencia de diámetro ܼܯതതതതത, 

ܻܧܮ ൌ 90, entonces pertenece a la circunferencia de diámetro ܻܮതതതത, 

ya que los diámetros coinciden por ሾ9ሿ, entonces los puntos pertenecen a la misma 

circunferencia. 

Luego  D, E, F, X, Y, Z, K, L, M, pertenecen a la misma circunferencia, q.e.d. 

Propiedad 12: el centro de la circunferencia de los nueve puntos de un triángulo ܥܤܣ está situada en 

la recta de Euler, equidistante del ortocentro y el circuncentro 

Demostración: 
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Por la propiedad 12, en la circunferencia de los nueve puntos, los tres puntos ܭ, ,ܮ  son ܯ

diametralmente opuestos a ܺ, ܻ, ܼ, donde ܰ es el centro de la circunferencia, es decir ܰ ൌ തതതതܺܭ ת തതതതܻܮ ת

 y ܻܼܺ, pueden obtenerse del otro con una simetría ܯܮܭ തതതതത. Cualesquiera de los dos triángulosܯܼ

central de centro ܰ. 

Esta simetría que intercambia los dos triángulos, debe intercambiar también sus ortocentros ܪ y ܱ, 

respectivamente. 

Por lo tanto, el centro de la circunferencia de los nueve puntos está en la recta de Euler por estar en el 

punto medio de ܱܪതതതത (ver ݂݅݃18 ܽݎݑ), q.e.d. 

Teorema de Menelao: 

Los puntos ܺ, ܻ, ܼ de los lados ܥܤതതതത, ,തതതതܣܥ  തതതത (convenientemente prolongados) del triánguloܤܣ

 :están alineados, si y solo si ܥܤܣ

തതതതܺܤ
തതതതܺܥ ڄ

തതതതܻܥ
തതതതܻܣ ڄ

തതതതܼܣ
തതതതܼܤ ൌ 1 
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Figura (a)                                                              Figura (b) 
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Como los puntos ܺ, ܻ, ܼ están alineados (como muestra la ݂݅݃19 ܽݎݑ), por ellos pasa una 

recta ܮ. Sean ݄ଵ, ݄ଶ, ݄ଷ las distancias de ܣ, ,ܤ  .ܮ a la recta ܥ

Por semejanza de triángulos, tenemos que: 

തതതതܺܤ
തതതതܺܥ ൌ

݄ଶ

݄ଷ
,       

തതതതܻܥ
തതതതܻܣ ൌ

݄ଷ

݄ଵ
,      

തതതതܼܣ
തതതതܼܤ ൌ

݄ଵ

݄ଶ
 

multiplicando las tres igualdades, obtenemos: 

തതതതܺܤ
തതതതܺܥ ·

തതതതܻܥ
തതതതܻܣ ڄ

തതതതܼܣ
തതതതܼܤ ൌ

݄ଶ

݄ଷ
·

݄ଷ

݄ଵ
·

݄ଵ

݄ଶ
 

simplificando, nos queda que: 

തതതതܺܤ
തതതതܺܥ ڄ

തതതതܻܥ
തതതതܻܣ ڄ

തതതതܼܣ
തതതതܼܤ ൌ 1, .ݍ   ݁. ݀. 

Recíprocamente si esta igualdad se verifica para cualquier punto ܺ, ܻ, ܼ de cada lado, 

entonces estos tres puntos están alineados. 

Demostración:  

Si ܺ, ܻ, ܼ están en cada uno de los tres lados de manera tal que  ஻௑തതതത

஼௑തതതത ڄ ஼௒തതതത

஺௒തതതത ڄ ஺௓തതതത

஻௓തതതത ൌ 1  ሾ1ሿ 

sea ܼᇱ el punto de corte de ܤܣ y ܻܺ. Entonces por el teorema anterior, resulta que 

തതതതܺܤ
തതതതܺܥ ڄ

തതതതܻܥ
തതതതܻܣ ڄ

Ԣതതതതതܼܣ

Ԣതതതതതܼܤ ൌ 1   ሾ2ሿ 

 

por ሾ1ሿ y ሾ2ሿ, resulta:  

തതതതܺܤ
തതതതܺܥ ڄ

തതതതܻܥ
തതതതܻܣ ڄ

തതതതܼܣ
തതതതܼܤ ൌ

തതതതܺܤ
തതതതܺܥ ڄ

തതതതܻܥ
തതതതܻܣ ڄ

Ԣതതതതതܼܣ

 Ԣതതതതതܼܤ

entonces: 

തതതതܼܣ
തതതതܼܤ ൌ

Ԣതതതതതܼܣ

 Ԣതതതതതܼܤ

Si definimos la función, 

݂: ሺܣ, ሻܤ ื Թା/݂ሺܼሻ ൌ
തതതതܼܣ
 തതതതܤܼ

Como Z א ሺܣ, ܼ ሻ tenemos queܤ ്  .entonces ݂ es continua ,ܤ
A medida que tomamos distintos ܼ, observamos que ܼܣതതതത crece y ܼܤതതതത decrece. Entonces ݂ es 
estrictamente creciente. 
Por lo tanto ݂ es inyectiva, ya que ܼ ് ܼ′ ֜ ܼ ൏ ܼ′ ֜ ݂ሺܼሻ ൏ ݂ሺܼ′ሻ ֜ ݂ሺܼሻ ് ݂ሺܼ′ሻ. Y 
Cuando Zื ሺܺሻ݂ ,ܣ ื 0 y cuando ܼ ื ሺܼሻ݂ ,ܤ ื ൅∞.  
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Por lo tanto f es biyectiva, entonces existe exactamente un punto Z א ሺܣ, ሻ donde ݂ሺܼሻܤ ൌ ߜ א Թା 
Por lo tanto ܼ′ coincide con ܼ, y hemos probado que ܺ, ܻ, ܼ están alineados, q.e.d. 

Triángulos Perspectivos. 

Definición: 

Diremos que los triángulos ܥܤܣ y ܻܼܺ son perspectivos desde una recta si los puntos de 

intersección ሼܲሽ ൌ ܥܤ ת  ܻܼ, ሼܳሽ ൌ ܣܥ ת  ܼܺ y ሼܴሽ ൌ ܤܣ ת  ܻܺ son colineales, la recta que 

contiene dichos puntos se llama eje de perspectiva. Asimismo, diremos que los triángulos 

 ,se cortan en un punto ܼܥ y ܻܤ ,ܺܣ y ܻܼܺ son perspectivos desde un punto si las rectas ܥܤܣ

llamado centro de perspectiva. 
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Teorema de Desargues. 

Si dos triángulos están en perspectiva desde un punto, y si sus pares de lados correspondientes 

se cortan, entonces los tres puntos de intersección están alineados. 

El recíproco también es cierto, por lo que los dos conceptos son equivalentes. 

Demostración del teorema de Desargues: 
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Aplicando el teorema de Menelao en las tres ternas de puntos ܼܻܲ, ܼܳܺ, ܴܻܺ de los lados de 

los tres triángulos ܱܥܤ,  :se obtiene ,ܤܣܱ ,ܣܥܱ

തതതതܲܤ
തതതതܲܥ ·

ܱܻതതതത
തതതതܻܤ ·

തതതതܼܥ
ܱܼതതതത ൌ 1,         

തതതതܳܥ
തതതതܳܣ ·

തതതതܺܣ
ܱܺതതതത ·

ܱܼതതതത
തതതതܼܥ ൌ 1,       

തതതതܴܣ
തതതതܴܤ ·

തതതതܻܤ
ܱܻതതതത ·

ܱܺതതതത
തതതതܺܣ  ൌ 1 

multiplicamos miembro a miembro estas tres expresiones, se obtiene 

തതതതܲܤ
തതതതܲܥ ·

ܱܻതതതത
തതതതܻܤ ·

തതതതܼܥ
ܱܼതതതത ·

തതതതܳܥ
തതതതܳܣ ·

തതതതܺܣ
ܱܺതതതത ·

ܱܼതതതത
തതതതܼܥ ·

തതതതܴܣ
തതതതܴܤ ·

തതതതܻܤ
ܱܻതതതത ·

ܱܺതതതത
തതതതܺܣ  ൌ 1 · 1 · 1 

simplificando llegamos a 

തതതതܲܤ
തതതതܲܥ ·

തതതതܳܥ
തതതതܳܣ ·

തതതതܴܣ
തതതതܴܤ ൌ 1 

con lo que P, Q, R están alineados, q.e.d. 

El reciproco del teorema de Desargues: 

Si dos triángulos están en perspectiva desde una recta, y si cada par de vértices 

correspondiente están unidos por rectas que se cortan, los triángulos están en perspectiva 

desde el punto de intersección de estas rectas. 
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Demostración: 

Al considerar el triángulo ܥܤܣ y el triángulo ܻܼܺ, en perspectiva desde una recta, queremos 

indicar que hay tres puntos que están alineados 

ሼܲሽ ൌ ܥܤ ת ܻܼ,       ሼ ܳሽ ൌ ܣܤ ת ܻܺ,     ሼܴሽ ൌ ܥܣ ת ܼܺ 

como se muestra en la 22 ܽݎݑ݃݅ܨ . Definiendo ሼܱሽ ൌ ܺܣ ת  queremos demostrar que este ,ܼܥ

punto ܱ esta alineado con ܤ y ܻ. Como los triángulos ܳܺܣ y ܼܲܥ son perspectivos desde el 

punto ܴ, podemos aplicar el teorema directo de Desargues, y concluir que los puntos de 

intersección de los pares de lados correspondientes, a saber, 

ሼܱሽ ൌ ܺܣ  ת ሽܤሼ    ,ܼܥ ൌ ܣܳ ת ሼܻሽ    ,ܥܲ ൌ ܳܺ ת ܼܲ 

están alineados, como deseábamos, q.e.d. 

Conclusión: Si dos triángulos ܥܤܣ y ܻܼܺ están en perspectiva desde un punto entonces 

también lo están respecto de una recta. 

 

Triángulos perspectivos y ortológicos. 

Analizando el triángulo ܥܤܣ y su triángulo órtico ܻܼܺ, y teniendo en cuenta que las tres 

alturas ܺܣ, ,ܻܤ  y ܻܼܺ son perspectivos ܥܤܣ los triángulos ,ܪ se cortan en el ortocentro ܼܥ

desde un punto y, por el teorema de Desargues, también serán perspectivos de una recta. En 

este caso el eje de perspectiva se llama eje órtico del triángulo ܥܤܣ. 
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Ahora vamos a ver un interesante teorema donde se relacionan la recta de Euler y el eje órtico 

Teorema: El eje órtico de un triángulo es perpendicular a la recta de Euler de dicho triángulo. 

Recordemos que la circunferencia de los nueve puntos del triángulo ܥܤܣ pasa por los pies 

ܺ;  ܻ;  ܼ de las alturas, y su centro ܰ en el punto medio del ortocentro ܪ y el circuncentro ܱ 

del triángulo ܥܤܣ. 
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Concepto previo: “Eje radical de dos circunferencias” 

Definición: La Potencia de un Punto con respecto a una circunferencia, es el producto de 

sus distancias a cualquier par de puntos en la circunferencia que sean colineales con él. 

Se llama eje radical de dos circunferencias al lugar geométrico de los puntos cuyas potencias 

respecto de dos circunferencias no concéntricas es la misma, es una recta perpendicular a la 

recta que une los dos centros. 

Demostración: 

En términos de coordenadas cartesianas, el cuadrado de la distancia ݀ entre dos puntos ሺݔ,  ሻݕ

y ሺܽ, ܾሻ es: 

݀ଶ ൌ ሺݔ െ ܽሻଶ ൅ ሺݕ െ ܾሻଶ 

Por tanto, la potencia de ሺݔ, ,ሻ, con respecto a la circunferencia de centro ሺܽݕ ܾሻ y radio ݎ es: 
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തതതതܣܲ · തതതതܤܲ ൌ ሺ݀ ൅ ሻሺ݀ݎ െ ሻݎ ൌ ݀ଶ െ  ଶݎ

݀ଶ െ ଶݎ ൌ ሺݔ െ ܽሻଶ ൅ ሺݕ െ ܾሻଶ െ  ଶݎ

En particular, la propia circunferencia como lugar geométrico de los puntos ሺݔ,  ሻ de potenciaݕ

cero, tiene la ecuación: 

ሺݔ െ ܽሻଶ ൅ ሺݕ െ ܾሻଶ െ ଶݎ ൌ 0      ሾ1ሿ 

La misma ecuación, en forma ሺݔ െ ܽሻଶ ൅ ሺݕ െ ܾሻଶ ൌ  ଶ, expresa la circunferencia comoݎ

lugar geométrico de los puntos cuyas distancias desde ሺܽ, ܾሻ tiene el valor constante ݎ. 

Cuando esta circunferencia se expresa en la forma 

ଶݔ ൅ ଶݕ െ ݔ2ܽ െ ݕ2ܾ ൅ ܿ ൌ 0     ሾ2ሿ 

(Donde ܿ ൌ ܽଶ ൅ ܾଶ െ ,ݔଶ), la potencia de un punto arbitrario ሺݎ  ሻ se expresa de nuevoݕ

como el miembro izquierdo de la ecuación, es decir, ݔଶ ൅ ଶݕ െ ݔ2ܽ െ ݕ2ܾ ൅ ܿ. 
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Otras circunferencias que tengan el mismo centro ሺܽ, ܾሻ pero radio diferentes, tienen una 

ecuación de la misma forma con un c distinto, y cualquier circunferencia con centro diferente 

tiene una ecuación de la forma: 

ଶݔ ൅ ଶݕ െ 2ܽԢݔ െ 2ܾԢݕ ൅ ܿԢ ൌ 0     ሾ3ሿ 

Donde, ܽ ് ܽԢ ש ܾ ് ܾԢ. 

Por lo tanto, somos libres de utilizar las ecuaciones ሾ2ሿ ݕ ሾ3ሿ para las dos circunferencias no 

concéntricas mencionadas en el teorema. 

El lugar geométrico de los puntos ሺݔ,  ሻ cuyas potencias con respecto a estas dosݕ

circunferencias es igual a: 

ଶݔ ൅ ଶݕ െ ݔ2ܽ െ ݕ2ܾ ൅ ܿ ൌ ଶݔ ൅ ଶݕ െ 2ܽԢݔ െ 2ܾԢݕ ൅ ܿԢ      

Como ݔଶ ൅  ଶ se cancelan, este lugar geométrico es la rectaݕ

െ2ܽݔ െ ݕ2ܾ ൅ ܿ ൌ െ2ܽԢݔ െ 2ܾԢݕ ൅ ܿԢ 

 

Operando, nos queda: 

ሺܽᇱ െ ܽሻݔ ൅ ሺܾᇱ െ ܾሻݕ ൌ
1
2

ሺܿᇱ െ ܿሻ 

Escogiendo nuestro sistema de referencia de forma que el eje x una los dos centros, podemos 

expresar las dos circunferencias en la forma más simple 
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ଶݔ ൅ ଶݕ െ ݔ2ܽ ൅ ܿ ൌ ଶݔ          ,0 ൅ ଶݕ െ 2ܽᇱݔ ൅ ܿᇱ ൌ 0    ሾ4ሿ      

Donde ܽ ് ܽԢ. Entonces el lugar geométrico se convierte en 

ݔ ൌ
ܿᇱ െ ܿ

2ሺܽᇱ െ ܽሻ 

Esta recta, que es paralela al ݆݁݁ ݕ y es perpendicular al ݆݁݁ ݔ (que es la recta que une a los 

dos centros). Como la recta puede definirse geométricamente en términos de las 

circunferencias (como conteniendo todos los puntos de igual potencia), podemos tomarla 

como el mismo eje y en la figura. Así dos circunferencias cualesquiera pueden expresarse en 

forma mucha más sencilla. 

ଶݔ ൅ ଶݕ െ ݔ2ܽ ൅ ܿ ൌ ଶݔ          ,0 ൅ ଶݕ െ 2ܽᇱݔ ൅ ܿ ൌ 0    ሾ5ሿ     

Entonces el lugar geométrico de los puntos es la recta ݔ ൌ 0. Inversamente, cualquier punto 

ሺ0, ݔ ሻ de la rectaݕ ൌ 0 tiene la misma potencia ݕଶ ൅ ܿ respecto de ambas circunferencias, 

q.e.d. 

Demostración del teorema: 

Volviendo a la 23 ܽݎݑ݃݅ܨ, 
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Si calculamos la potencia de ܳ respecto a la circunferencia de diámetro ܥܣതതതത y pasa por ܼ y ܺ, 

ya que ܥܼܣ y ܥܺܣ son triangulo rectángulo cuya hipotenusa es ܥܣ,തതതതത nos da que ܳܺ · ܼܳ ൌ

ܣܳ ·  ܺ con centro ܱ, y ,ܥܤܣ están también en la circunferencia circunscrita a ܥ y ܣ pero ,ܥܳ

y ܼ están en la circunferencia de los nueve puntos del triángulo ܥܤܣ, por lo que ܳܣ ·

ܺܳ ݕ ܥܳ · ܼܳ son las potencias del punto ܳ respecto de estas dos circunferencias. Como son 

iguales, resulta que ܳ es un punto que tiene la misma potencia respecto de las dos 

circunferencias, por lo que ܳ debe estar en el eje radical de las dos circunferencias.  

Lo mismo le ocurrirá a los otros puntos ܲ y ܴ, así que deducimos aquí, no solo que los puntos 

ܲ, ܳ, ܴ están alineados, sino que el eje órtico, la recta que los contiene, por ser el eje radical 

de dos circunferencias, es perpendicular a la recta que une los centros, es decir a la recta de 

Euler del triángulo ܥܤܣ, q.e.d. 
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