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1. Introducción 

 
En el presente trabajo desarrollaremos un teorema clásico sobre la geometría métrica de 

cuadriláteros descubierto por Ptolomeo en el sigloI, para tratar luego la generalización 

del mismo realizada en 1881 por el matemático Irlandés John Casey. Posteriormente 

utilizaremos estos teoremas para probar de una manera original dos resultados clásicos 

de la geometría métrica: la fórmula del área de un cuadrilátero inscripto en una 

circunferencia hallada en el siglo VII por el matemático hindú Brahmagupta, y el 

teorema de Feuerbach que en su demostración clásica requiere de la geometría 

inversiva.  

Finalmente aplicaremos el teorema de Casey para resolver un problema propuesto por el 

famoso problemista francés Víctor Thébault en 1938 en el American Mathematical 

Monthly. Este problema no fue resuelto en el Monthly hasta 1983, pero la solución 

completa no fue publicada porque la única recibida, del aficionado inglés a la Geometría 

K.B. Taylor, ocupa 24 páginas de cálculos. Más tarde, en 1986, Gerhard Turwald 

publicó una solución sensiblemente más corta en la revista suiza Elemente der 

Mathematik. En 1989, el holandés G.R.Veldkamp envió a Crux Mathematicorum una 

solución suya del problema, publicada en 1973 en una revista holandesa de no muy 

extendida circulación, el Nieuw Tijdschrift voor Wiskunde, y que debió pasar 

inadvertida a los redactores del Monthly. Para completar la historia, a finales de 1989 

Elemente der Mathematik publicó otra solución del problema, sin usar trigonometría, 

probando resultados más generales que incluyen el problema de Thébault como caso 

particular.  

 

2. El Teorema de Ptolomeo y su Generalización  

2.1 Teorema de Ptolomeo 

Antes de enunciar este Teorema necesitamos definir a los cuadriláteros cíclicos. 

Decimos que un cuadrilátero es cíclico cuando todos sus vértices pertenecen a una 

misma circunferencia. 
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Enunciamos el Teorema:  

“Si un cuadrilátero es cíclico, el producto de sus diagonales es igual a la suma de los 

productos de los pares de lados opuestos”.  

Demostración  

Sea ܦܥܤܣ un cuadrilátero cíclico, de lados ܤܣ ൌ ܽ, ܥܤ ൌ ܾ, ܦܥ ൌ ܿ, ܣܦ ൌ ݀, siendo  

ݔ ൌ ݕ e ܦܤ ൌ  ,sus diagonales. Tomamos un punto E perteneciente al segmento AC ܥܣ

tal que  ܦܥ෡ܧ ൌ ݕ  nos queda que ,ܤ෡ܦܣ ൌ ܧܣ ൅  .ܥܧ

 

En los triángulos ܣܦܤ y ܥܧܦ, tenemos que ܦܣ෡ܤ ൌ   Además .(por construcción) ܥ෡ܦܧ 

ൌ ܦ෠ܤܣ  Por lo tanto resulta .ܦܣ ya que abarcan el mismo arco de circunferencia ܦመܥܧ 

que  ܣܦܤ y ܥܧܦ son triángulos semejantes y tenemos 

                   
ܽ

ܥܧ ൌ
݀

ܧܦ ൌ
ݔ
ܿ    ฺ     

ܽ
ܥܧ ൌ

ݔ
ܿ    ฺ   ܽܿ ൌ  ሾ2.1.1ሿ  ܥܧ ݔ

También                                       
݀

ܧܦ ൌ
ݔ
ܿ  ฺ

ܿ
ܧܦ ൌ  

ݔ
݀        ሾ2.1.2ሿ  

Por construcción tenemos que  ܦܥ෡ܧ ൌ  ,ܧ෡ܦܤ sumando ambos miembros ,ܤ෡ܦܣ 

obtenemos:     

൅ ܤ෡ܦܣ ܧ෡ܦܤ ൌ ܦܥ෡ܧ ൅ ฺ ܧ෡ܦܤ ܧ෡ܦܣ ൌ      ሾ2.1.3ሿ  ܥ෡ܦܤ

Además deሾ2.1.2ሿ tenemos que   
ܿ

ܧܦ ൌ  
ݔ
݀    ሾ2.1.4ሿ   

A

D

C

B

d

c

b

a x

E
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Por  ሾ2.1.3ሿ y ሾ2.1.4ሿ tenemos que los triángulos ܧܦܣ y ܦܥܤ son semejantes, luego sus 

lados homólogos son proporcionales, obteniendo:  

                    
ܾ

ܧܣ ൌ
ܿ

ܧܦ ൌ
ݔ
݀     ฺ  

ܾ
ܧܣ ൌ

ݔ
݀  ฺ  ܾ݀ ൌ  ሾ2.1.5ሿ           ܧܣݔ

Sumando miembro a miembro las igualdades de la expresión [2.1.1] y [2.1.5], tenemos 

que:  

ܽܿ ൅ ܾ݀ ൌ ܥܧݔ ൅ ൌ ܧܣݔ  ܥܧሺݔ ൅     ሻܧܣ

Como ݕ ൌ ܧܣ ൅   sustituimos en la expresión anterior, obtenemos  ܥܧ

ܽܿ ൅ ܾ݀ ൌ     ݕݔ

Que es lo que queríamos demostrar. 

2.2 Teorema recíproco de Ptolomeo 

Ahora demostraremos el recíproco del teorema de Ptolomeo, es decir, si en un 

cuadrilátero de lados ܽ, ܾ, ܿܽ se cumple  ݕ ݁ ݔ con diagonales ݀ ݕ ܿ ൅ ܾ݀ ൌ  entonces ݕݔ

el cuadrilátero es cíclico. 

Demostración 

Para demostrarlo, construimos en el cuadrilátero ܦܥܤܣ el ángulo ܦܥ෡ܧ ൌ  ܤ෡ܦܣ 

determinándose ܧܦ de manera tal que   ௫
௖

ൌ ௗ
஽ா 

, como muestra la figura. Cabe aclarar 

que el  punto ܧ no necesariamente pertenece al segmento ܥܣ. 

                                 

                                      
 

A

D

C

B

d

c

b

a x

E
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Tenemos que los triángulos ܦܣܤ y ܥܧܦ tienen en ángulo igual y dos lados 

proporcionales por lo tanto estos triángulos son semejantes, entonces sus lados 

homólogos también lo son, es decir: 

ݔ
ܿ ൌ

݀
ܧܦ ൌ

ܽ
ܧܥ   ฺ     

ݔ
ܿ ൌ

݀
ܧܦ   ฺ ܽܿ ൌ       ሾ2.2.1ሿ           ܧܥ ݔ

Y además se obtiene que todos sus ángulos son iguales, en particular  que  

መܣ ൌ  ሾ2.2.2ሿ   ܥ෠ܧܦ

Por construcción tenemos que  ܦܥ෡ܧ ൌ  ,ܧ෡ܦܤ sumando ambos miembros ,ܤ෡ܦܣ 

obtenemos  

൅ ܤ෡ܦܣ ܧ෡ܦܤ ൌ ܦܥ෡ܧ ൅ ฺ ܧ෡ܦܤ ܧ෡ܦܣ ൌ  ሾ2.2.3ሿ  ܥ෡ܦܤ

En los triángulo ܧܦܣ y ܥܦܤ, tenemos que ௫
௖

ൌ ௗ
஽ா

 por ሾ2.2.1ሿ, es decir dos lados 

proporcionales, además por ሾ2.2.3ሿ tenemos que el ángulo comprendido entre los lados 

proporcionales es igual. En consecuencia ܧܦܣ y ܥܦܤ resultan ser semejantes, por lo 

tanto, se cumple  

݀
ݔ ൌ

ܧܦ
ܿ ൌ

ܧܣ
ܾ     ฺ    

݀
ݔ ൌ

ܧܣ
ܾ     ฺ   ܾ݀ ൌ   ሾ2.2.4ሿ    ܧܣ ݔ

También sus lados resultan ser iguales en particular ܥመ ൌ             ሾ2.2.5ሿ    ܣ෠ܧܦ

Sumamos miembro a miembro ሾ2.2.1ሿ y ሾ2.2.4ሿ 

ܽܿ ൅ ܾ݀ ൌ ܧܥ ݔ ൅ ൌ ܧܣ ݔ ܧܥሺݔ ൅ ሻܧܣ ฺ
ܽܿ ൅ ܾ݀

ݔ ൌ ܧܥ ൅  ሾ2.2.6ሿ   ܧܣ

 

Por hipótesis tenemos que  ௔௖ା௕ௗ
௫

ൌ   :sustituyendo en ሾ2.2.6ሿ, obtenemos que ,,ݕ

ܥܧ ൅ ܧܣ ൌ  ݕ

Es decir, que ܣ, ൅ ܣ෠ܧܦ están alineados, entonces ܥ y ܧ ൌ ܥ෠ܧܦ  180° 

Luego por ሾ2.2.2ሿ y ሾ2.2.5ሿ 

መܣ ൅ መܥ ൌ 180° 

Como ܣመ y ܥ ෡ son ángulos opuestos de un cuadrilátero y además son suplementarios, 

tenemos que el cuadrilátero ܦܥܤܣ resulta ser cíclico como queríamos demostrar.  
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Por otra parte, mediante la aplicación del teorema del coseno en el triángulo ܱܤܣ, 

obtenemos: 

ଶܤܣ ൌ ଶݎ ൅ ଶݎ െ ݎݎ2 cos ߮ ൌ 2ݎଶሺ1 െ cos ߮ሻ 

ฺ  cos ߮ ൌ 1 െ
ଶܤܣ

ଶݎ2         ሾ2.3.3ሿ       

Luego, sustituyendo ሾ2.3.3ሿ en ሾ2.3.2ሿ, obtenemos: 

ଵܱܱଶ
ଶ ൌ ሺݎ െ ଵሻଶݎ ൅ ሺݎ െ ଶሻଶݎ െ 2ሺݎ െ ݎଵሻሺݎ െ ଶሻݎ ቆ1 െ

ଶܤܣ

ଶݎ2 ቇ 

Utilizando la expresión ሾ2.3.1ሿ   

ଶݐ ൅ ሺݎଵ െ ଶሻଶݎ ൌ ሺݎ െ ଵሻଶݎ ൅ ሺݎ െ ଶሻଶݎ െ 2ሺݎ െ ݎଵሻሺݎ െ ଶሻݎ ቆ1 െ
ଶܤܣ

ଶݎ2 ቇ 

ଶݐ ൌ ሺݎ െ ଵሻଶݎ ൅ ሺݎ െ ଶሻଶݎ െ ሺݎଵ െ ଶሻଶݎ െ 2ሺݎ െ ݎଵሻሺݎ െ ଶሻݎ ቆ1 െ
ଶܤܣ

ଶݎ2 ቇ 

ଶݐ ൌ ଶݎ െ ଵݎݎ2 ൅ ଵݎ
ଶ ൅ ଶݎ െ ଶݎݎ2 ൅ ଶݎ

ଶ െ ଵݎ
ଶ ൅ ଶݎଵݎ2 െ ଶݎ

ଶ       

െ 2ሺݎ െ ݎଵሻሺݎ െ ଶሻݎ ቆ1 െ
ଶܤܣ

ଶݎ2 ቇ 

ଶݐ ൌ ଶݎ െ ଵݎݎ2 ൅ ଶݎ െ ଶݎݎ2 ൅ ଶݎଵݎ2 െ 2ሺݎ െ ݎଵሻሺݎ െ ଶሻݎ ቆ1 െ
ଶܤܣ

ଶݎ2 ቇ 

ଶݐ ൌ 2ሺݎଶ െ ଵݎݎ െ ଶݎݎ ൅ ଶሻݎଵݎ െ 2ሺݎ െ ݎଵሻሺݎ െ ଶሻݎ ቆ1 െ
ଶܤܣ

ଶݎ2 ቇ 

ଶݐ ൌ 2ሺݎ െ ݎଵሻሺݎ െ ଶሻݎ െ 2ሺݎ െ ݎଵሻሺݎ െ ଶሻݎ ቆ1 െ
ଶܤܣ

ଶݎ2 ቇ 

ଶݐ ൌ 2ሺݎ െ ݎଵሻሺݎ െ ଶሻݎ ቈ1 െ ቆ1 െ
ଶܤܣ

ଶݎ2 ቇ቉ ൌ 2ሺݎ െ ݎଵሻሺݎ െ ଶሻݎ
ଶܤܣ

ଶݎ2  
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ฺ ݐ ൌ
ܤܣ
ݎඥሺ ݎ െ ݎଵሻሺݎ െ  ଶሻݎ

Ahora enunciamos el Teorema de Casey: 

“Sean las circunferencias ܿଵሺ ଵܱ, ,ଵሻ, ܿଶሺܱଶݎ ,ଶሻ,  ܿଷሺܱଷݎ ଷሻ y ܿସሺݎ ସܱ,  ସሻ interiores a laݎ

circunferencia ܿሺܱ,    ௜௝ a las circunferenciasݐ ሻ; y sean los segmentos tangentesݎ

ܿ௜ሺ ௜ܱ, ௜ሻ y ௝ܿሺݎ ௝ܱ , ଶସݐଵଷݐ : ௝ሻ , se tiene queݎ ൌ ଷସݐଵଶݐ ൅           ”ଵସݐଶଷݐ

                                
Para demostrar este teorema utilizamos la propiedad anterior y calculamos ݐଵଷݐଶସ 

Tenemos que ݐଵଷ ൌ ஺஼
௥ ඥሺݎ െ ݎଵሻሺݎ െ  el punto de tangencia de la ܣ ଷሻ siendoݎ

circunferencia ܿଵሺ ଵܱ, ,ଵሻ con la circunferencia ܿሺܱݎ  el punto de tangencia de la ܥ  ሻ yݎ

circunferencia ܿଷሺܱଷ, ,ଷሻ con la circunferencia ܿሺܱݎ  .ሻݎ

Tenemos que ݐଶସ ൌ ஻஽ 

௥ ඥሺݎ െ ݎଶሻሺݎ െ  el punto de tangencia de la ܤ ସሻ siendoݎ

circunferencia ܿଶሺܱଶ, ,ଶሻ con la circunferencia ܿሺܱݎ  el punto de tangencia de la ܦ  ሻ yݎ

circunferencia ܿସሺ ସܱ, ,ସሻ con la circunferencia ܿሺܱݎ  .ሻݎ

Luego  

ଶସݐଵଷݐ             ൌ ஺஼.஻஽ 

௥ మ ඥሺݎ െ ݎଵሻሺݎ െ ݎଷሻሺݎ െ ݎଶሻሺݎ െ                    ସሻݎ

Análogamente desarrollamos ݐଵଶ
ଷସݐ  ൅ ଶଷݐ

 ଵସݐ 

ଵଶݐ
ଷସݐ  ൌ

.ܤܣ ܥܦ
ଶ ݎ ඥሺݎ െ ݎଵሻሺݎ െ ݎଶሻሺݎ െ ݎଷሻሺݎ െ  ସሻݎ

c

c2

c3

c4

c1

t14

t12

t23

t34

t24

t13
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ଶଷݐ                          
ଵସݐ  ൌ

.ܥܤ ܦܣ
ଶ ݎ ඥሺݎ െ ݎଵሻሺݎ െ ݎଶሻሺݎ െ ݎଷሻሺݎ െ  ସሻ            ሾ2.3.4ሿݎ

Sumando miembro a miembro 

ଵଶݐ
ଷସݐ  ൅ ଶଷݐ

ଵସݐ  ൌ ൬
.ܤܣ ܥܦ

ଶ ݎ ൅
.ܥܤ ܦܣ

ଶ ݎ ൰ ඥሺݎ െ ݎଵሻሺݎ െ ݎଶሻሺݎ െ ݎଷሻሺݎ െ  ସሻݎ

ฺ ଵଶݐ
ଷସݐ  ൅ ଶଷݐ

ଵସݐ  ൌ ቀ஺஻.஽஼ା஻஼.஺஽
௥ మ ቁ ඥሺݎ െ ݎଵሻሺݎ െ ݎଶሻሺݎ െ ݎଷሻሺݎ െ       ସሻ    ሾ2.3.5ሿݎ

Además, como los puntos  ܣ, ,ܤ   pertenecen a la circunferencia forman un ܦ y ܥ

cuadrilátero ܦܥܤܣ cíclico y por ሾ1.1ሿ sabemos que: 

.ܥܣ ൌ ܦܤ .ܤܣ ܥܦ ൅ .ܥܤ            ܦܣ

Sustituyendo  en la expresiónሾ2.3.5ሿ y por ሾ2.3.4ሿ, tenemos que:  

ฺ ଵଶݐ
ଷସݐ  ൅ ଶଷݐ

ଵସݐ  ൌ ൬
.ܥܣ ܦܤ

ଶ ݎ ൰ ඥሺݎ െ ݎଵሻሺݎ െ ݎଶሻሺݎ െ ݎଷሻሺݎ െ ସሻݎ ൌ ଶଷݐ
 ଵସݐ 

ฺ ଶସݐଵଷݐ         ൌ ଵଶݐ
ଷସݐ  ൅ ଶଷݐ

            ଵସݐ 

Que es lo que queríamos demostrar. 

2.4 Recíproco del Teorema de Casey  

Demostraremos el teorema recíproco de Casey para un caso particular, donde tres de las 

cuatro circunferencias tienen radio cero. Es decir, “si tres puntos ܣ,  con una ܥ y ܤ

circunferencia ܿሺ ଵܱ, ஻௖ݐ஺஼ݐ ଵሻ cumplen la condiciónݎ ൌ ஺஻ݐ
஼௖ݐ  ൅ ஻஼ݐ

 ஺௖ entoncesݐ 

existe circunferencia tangente a ܿሺ ଵܱ,  .”ଵሻ que pasa por los tres puntosݎ

Demostración   

Dados tres puntos ܣ, ,existe una única circunferencia, que llamamos ݇ሺܱ ,ܥ y ܤ  ሻ, queݎ

pasa por dichos puntos. 

La circunferencia ܿሺ ଵܱ, ,ଵሻ tiene distintas posiciones relativas con respecto a ݇ሺܱݎ  ,ሻݎ

puede ser interior, exterior, tangente o secante. 
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Si el centro de la circunferencia ܿሺ ଵܱ, ,ଵሻ es interior o exterior a ݇ሺܱݎ   ሻ, tenemos queݎ

para ݎଵ ൌ 0, el centro ଵܱes un vértice del cuadrilátero ଵܱܥ ܤ ܣ pero al ser interior o 

exterior a ݇ሺܱ,  no es cíclico. Absurdo ya que por el teorema  ܥ ܤ ܣሻ el cuadrilátero ଵܱݎ

recíproco de Ptolomeo ሾ2.2ሿ, si se cumplen las condiciones de hipótesis ଵܱܥ ܤ ܣ es 

cíclico. Por lo tanto ܿሺ ଵܱ,  ଵሻ no es interior, exterior ni es secante si su centro noݎ

pertenece a  ݇ሺܱ,  ሻ.ሾ2.4.1ሿݎ

La otra posibilidad es que ଵܱ א ݇ሺܱ,  :ሻ como indica la figuraݎ

 

Supongamos que tres puntos ܣ, con una circunferencia ܿሺ ܥ y ܤ ଵܱ,  ଵሻ cuyo centroݎ

pertenece a circunferencia que pasa por los puntos ܣ,  cumple la condición ܥ y ܤ

஻௖ݐ஺஼ݐ ൌ ஺஻ݐ
஼௖ݐ  ൅ ஻஼ݐ

  ஺௖ݐ 

Por hipótesis tenemos que los segmentos ݐ஺஼, ,஻௖ݐ ,஺஻ݐ
,஼௖ݐ   ஺௖ forman unݐ  ݕ  ஻஼ݐ

cuadrilátero cíclico que llamaremos ܦܥܤܣ inscripto en ݇ሺܱ,  ሻ que es la circunferenciaݎ

que pasa por ܣ,  como indica la figura. Tenemos que el punto A es exterior a la ,ܥ y ܤ

circunferencia ܿሺ ଵܱ, ஺௖ݐ  ଵሻ entoncesݎ ൏ ଵܱܣ    ሾ2.4.2ሿ 

Tenemos que el punto D pertenece a ܿሺ ଵܱ, ଵሻݎ ת ݇ሺܱ, ஻௖ݐ ሻ entoncesݎ ൌ  ܦܤ como ,ܦܤ

es un segmento tangente a ܿሺ ଵܱ, ܦܤ ଵሻ, resulta queݎ ٣  ଵܱܦ, en consecuencia ܦܤ ଵܱ es 

un triángulo rectángulo en ܦ, por lo tanto ܤ ଵܱes diámetro de la circunferencia ܿሺ ଵܱ,  .ଵሻݎ

 

k

O1

c

B

A

C
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Como      ܤܣ෠ܥ ൌ ෠ܤܣ ଵܱ ൅ ෠ܤܦ ଵܱ ฺ ܥ෠ܤܣ  ൐ ෠ܤܣ ଵܱ ฺ   ݐ஺௖ ൌ ܦܣ ൐ ଵܱܣ.  

Resultando absurdo por la proposición ሾ2.4.3ሿ. Es decir que ଵܱno pertenece a 

݇ሺܱ,  ሻ. ሾ2.4.4ሿݎ

De las expresiones ሾ2.4.1ሿ y ሾ2.4.4ሿ se tiene que la circunferencia ܿሺ ଵܱ,  ଵሻ no puede serݎ

interior o exterior ni secante ݇ሺܱ, ሻ, luego  ܿሺݎ ଵܱ, ,ଵሻ es tangente a ݇ሺܱݎ  .ሻݎ

3. Aplicaciones  

3.1 Fórmula de Brahmagupta 

Empecemos calculando el área de un triángulo de la figura con la siguiente fórmula: 

ሾܣሿ ൌ ௕௛
ଶ

  ሾ3.1.1ሿ  

 

Siendo ݄ la altura de triángulo con respecto al lado ܾ, considero el triángulo de lados 

݄, ܽ, ܾ  y calculo el seno del ángulo que forman los lados ܽ ݕ ܾ. 

෢ܾܽ݊݁ݏ ൌ
݄
ܽ ฺ ෢ܾܽ݊݁ݏ ܽ ൌ ݄ 

Sustituyendo en ሾ3.1.1ሿ, obtenemos que  ሾܣሿ ൌ ଵ
ଶ

 ෢ܾ   ሾ3.1.2ሿܽ݊݁ݏܾܽ

O1

D

B

A

C

b

a

h
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Otra manera del calcular el área de un triángulo: 

Dado triángulo ܥܤܣ, ݅ el incentro, ݎ el radio de la circunferencia inscripta y ܲ, ܳ,  los ܯ

puntos de tangencias de la circunferencia inscripta sobre los lados ܤܣ, ,ܥܤ  ܥܣ

respectivamente.  

 

Tenemos que: ሾ݅ܲܣሿ ൌ ሾ݅ܯܣሿ ൌ
ݎݔ
2

 , ሾ݅ܲܤሿ ൌ ሾ݅ܳܤሿ ൌ
ݎݕ
2

, ሾ݅ܳܥሿ ൌ ሾ݅ܯܥሿ ൌ
ݎݖ
2

 

ሾܥܤܣሿ ൌ ሾ݅ܲܣሿ ൅ ሾ݅ܯܣሿ ൅ ሾ݅ܲܤሿ ൅ ሾ݅ܳܤሿ ൅ ሾ݅ܳܥሿ ൅ ሾ݅ܯܥሿ 

ሾܣሿ ൌ ሾܥܤܣሿ ൌ  
ݎݔ2

2
൅

ݎݕ2
2

൅
ݎݖ2

2
ൌ ݎݔ ൅ ݎݕ ൅ ݎݖ ൌ ݔሺݎ ൅ ݕ ൅ ሻݖ ൌ .ݎ       ሾ3.1.3ሿ  ݏ

Ahora calculemos el área de un cuadrilátero convexo, como se indica en la figura, de 

lados ܽ, ܽ´, ܾ y ܾ´, de diagonales ܿ y ܿ´ que forman un ángulo ߠ. Cada diagonal divide a 

la otra en dos segmentos: ܿ ൌ ܿଵ ൅ ܿଶ y ܿ´ ൌ ܿଵ´ ൅ ܿଶ´ (como el cuadrilátero es convexo 

las diagonales se cortan en un punto interior del mismo)  

 

Utilizando ሾ3.1.2ሿ  determinamos el área de los cuatro triángulos determinados por las 

diagonales del cuadrilátero de la siguiente manera: 

B

A
C

y

x

i

M

P
Q

y

x

z

z
r
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ሾܣଵሿ ൌ
1
2

ܿଶܿଵԢߠ݊݁ݏ 

ሾܣଵ´ሿ ൌ
1
2

ܿଵܿଶ´ߠ݊݁ݏ 

ሾܣଶሿ ൌ
1
2 ܿଵܿଵ´݊݁ݏሺߨ െ ሻߠ ൌ

1
2 ܿଵܿଵ´ߠ݊݁ݏ 

ሾܣଶ´ሿ ൌ
1
2

ܿଶ´ܿଶ݊݁ݏሺߨ െ ሻߠ ൌ
1
2

ܿଶ´ܿଶߠ݊݁ݏ 

Luego calculamos el área del cuadrilátero sumando el área de los cuatro triángulos 

ሾܣሿ ൌ ሾܣଵሿ ൅ ሾܣଵ´ሿ ൅ ሾܣଶሿ ൅ ሾܣଶ´ሿ 

ሾܣሿ ൌ
1
2

ܿଶܿଵ
ᇱ ߠ݊݁ݏ ൅

1
2

ܿଵܿଶ´ߠ݊݁ݏ ൅
1
2

ܿଵܿଵ´ߠ݊݁ݏ ൅
1
2

ܿଶ´ܿଶߠ݊݁ݏ 

ሾܣሿ ൌ
1
2

´ሺܿଶܿଵߠ݊݁ݏ ൅ ܿଵܿଶ´ ൅ ܿଵܿଵ´ ൅ ܿଶܿଶ´ሻ ൌ
1
2

ሾܿଵሺܿ´ଵߠ݊݁ݏ ൅ ܿ´ଶሻ ൅ ܿଶሺܿ´ଵ ൅ ܿ´ଶሻሿ 

ሾܣሿ ൌ
1
2 ሺܿଵߠ݊݁ݏ ൅ ܿଶሻሺܿଵ´ ൅ ܿଶ´ሻ ൌ

1
2  ߠ݊݁ݏ´ܿܿ

Luego:                             

      2ሾܣሿ ൌ ฺ ߠ݊݁ݏ´ܿܿ  4ሾܣሿଶ ൌ ܿଶܿ´ଶ݊݁ݏଶߠ   

4ሾܣሿଶ ൌ ܿଶܿ´ଶሺ1 െ ሻߠଶݏ݋ܿ   ฺ  ሾܣሿଶ ൌ
ܿଶܿ´ଶ

4
ሺ1 െ       ሻ ሾ3.1.4ሿߠଶݏ݋ܿ

Aplicamos el teorema de coseno en cada uno de los triángulos 

ܽଶ ൌ ܿଵ
ଶ ൅ ܿ´ଵ

ଶ െ 2ܿଵܿ´ଵܿߠݏ݋  ฺ  
ܿଵܿ´ଵ

2
ൌ

ܿଵ
ଶ ൅ ܿ´ଵ

ଶ െ ܽଶ

ߠݏ݋4ܿ
 

ܽ´ଶ ൌ ܿଶ
ଶ ൅ ܿ´ଶ

ଶ െ 2ܿଶܿ´ଶܿߠݏ݋  ฺ  
ܿଶܿ´ଶ

2
ൌ

ܿଶ
ଶ ൅ ܿ´ଶ

ଶ െ ܽ´ଶ

ߠݏ݋4ܿ
 

ܾଶ ൌ ܿଶ
ଶ ൅ ܿ´ଵ

ଶ െ 2ܿଶܿ´ଵ cosሺߨ െ ሻߠ ฺ  
ܿଶܿ´ଵ

2
ൌ

ܿଶ
ଶ ൅ ܿ´ଵ

ଶ െ ܾଶ

ߨሺݏ݋4ܿ െ ሻߠ ൌ െ
ܿଶ

ଶ ൅ ܿ´ଵ
ଶ െ ܾଶ

ߠݏ݋4ܿ
 

ܾ´ଶ ൌ ܿଵ
ଶ ൅ ܿ´ଶ

ଶ െ 2ܿଵܿ´ଶ cosሺߨ െ ሻߠ ฺ  
ܿଵܿ´ଶ

2
ൌ

ܿଵ
ଶ ൅ ܿ´ଶ

ଶ െ ܾ´ଶ

ߨሺݏ݋4ܿ െ ሻߠ ൌ െ
ܿଵ

ଶ ൅ ܿ´ଶ
ଶ െ ܾ´ଶ

ߠݏ݋4ܿ
 

Y sumamos las expresiones anteriores 

ܿଵܿ´ଵ൅ܿଶܿ´ଶ ൅ ܿଶܿ´ଵ ൅ ܿଵܿ´ଶ

2
ൌ

ܿଵ
ଶ ൅ ܿ´ଵ

ଶ െ ܽଶ ൅ ܿଶ
ଶ ൅ ܿ´ଶ

ଶ െ ܽ´ଶ െ ܿଶ
ଶ െ ܿ´ଵ

ଶ ൅ ܾଶ െ ܿଵ
ଶ െ ܿ´ଶ

ଶ ൅ ܾ´ଶ

ߠݏ݋4ܿ
 

ܿଵሺܿ´ଵ ൅ ܿ´ଶሻ ൅ ܿଶሺܿ´ଵ ൅ ܿ´ଶሻ
2

ൌ
െܽଶ െ ܽ´ଶ ൅ ܾଶ ൅ ܾ´ଶ

ߠݏ݋4ܿ
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ሺܿଵ ൅ ܿଶሻሺܿ´ଵ ൅ ܿ´ଶሻ
2

ൌ
ܾଶ ൅ ܾ´ଶ െ ሺܽଶ ൅ ܽ´ଶሻ

ߠݏ݋4ܿ
 

ܿܿ´
2

ൌ
ܾଶ ൅ ܾ´ଶ െ ሺܽଶ ൅ ܽ´ଶሻ

ߠݏ݋4ܿ
 

ߠݏ݋ܿ                ൌ
ܾଶ ൅ ܾ´ଶ െ ሺܽଶ ൅ ܽ´ଶሻ

2ܿܿ´
           ሾ3.1.5ሿ 

Sustituyendo ሾ3.1.5ሿ en ሾ3.1.4ሿ, obtenemos: 

 ሾܣሿଶ ൌ
ܿଶܿ´ଶ

4
ቈ1 െ

ሺܾଶ ൅ ܾ´ଶ െ ሺܽଶ ൅ ܽ´ଶሻሻଶ

4ܿଶܿ´ଶ ቉    

   ሾܣሿଶ ൌ
ܿଶܿ´ଶ

4
െ

ሾܾଶ ൅ ܾ´ଶ െ ሺܽଶ ൅ ܽ´ଶሻሿଶ

16
ൌ 

   ൌ
ܿଶܿ´ଶ

4
െ

ܽସ ൅ ܽ´ସ ൅ ܾସ ൅ ܾ´ସ െ 2ሺܽଶܾଶ ൅ ܽ´ଶܾଶ ൅ ܽଶܾ´ଶ ൅ ܽ´ଶܾ´ଶሻ ൅ 2ሺܽଶܽ´ଶ ൅ ܾଶܾ´ଶሻ
16

 

Como  

ܽଶܾଶ ൅ ܽ´ଶܾଶ ൅ ܽଶܾ´ଶ ൅ ܽ´ଶܾ´ଶ ൌ ܽଶሺܾଶ ൅ ܾ´ଶሻ ൅ ܽ´ଶሺܾଶ ൅ ܾ´ଶሻ 

ܽଶܾଶ ൅ ܽ´ଶܾଶ ൅ ܽଶܾ´ଶ ൅ ܽ´ଶܾ´ଶ ൌ ሺܽଶ ൅ ܽ´ଶሻሺܾଶ ൅ ܾ´ଶሻ  

Sustituyo 

  ሾܣሿଶ ൌ
ܿଶܿ´ଶ

4 ൅
െሺܽସ ൅ ܽ´ସ ൅ ܾସ ൅ ܾ´ସሻ ൅ 2ሺܽଶ ൅ ܽ´ଶሻሺܾଶ ൅ ܾ´ଶሻ െ 2ሺܽଶܽ´ଶ ൅ ܾଶܾ´ଶሻ

16  

  ሾܣሿଶ ൌ
െሺܽସ ൅ ܽ´ସ ൅ ܾସ ൅ ܾ´ସሻ ൅ 2ሺܽଶ ൅ ܽ´ଶሻሺܾଶ ൅ ܾ´ଶሻ ൅ 2ሺܽଶܽ´ଶ ൅ ܾଶܾ´ଶሻ

16 െ 

െ ቆ
ܽଶܽ´ଶ ൅ ܾଶܾ´ଶ

4
ቇ ൅

ܿଶܿ´ଶ

4
 

  ሾܣሿଶ ൌ
െሺܽସ ൅ ܽ´ସ ൅ ܾସ ൅ ܾ´ସሻ ൅ 2ሺܽଶ ൅ ܽ´ଶሻሺܾଶ ൅ ܾ´ଶሻ ൅ 2ሺܽଶܽ´ଶ ൅ ܾଶܾ´ଶሻ ൅ 8ܽܽ´ܾܾ´

16

െ  
1
4

ሺܽଶܽ´ଶ ൅ ܾଶܾ´ଶ െ ܿଶܿ´ଶ ൅ 2ܽܽ´ܾܾ´ሻ                                                 ሾ3.1.6ሿ          

Trabajaremos con el primer término de la expresión anterior: 
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െሺܽସ ൅ ܽ´ସ ൅ ܾସ ൅ ܾ´ସሻ ൅ 2ሺܽଶ ൅ ܽ´ଶሻሺܾଶ ൅ ܾ´ଶሻ ൅ 2ሺܽଶܽ´ଶ ൅ ܾଶܾ´ଶሻ ൅ 8ܽܽ´ܾܾ´

16
 

1
16

ሺെܽସ െ ܽ´ସ െ ܾସ െ ܾ´ସ ൅ 2ܽଶܾଶ ൅ 2ܽ´ଶܾଶ ൅ 2ܽଶܾ´ଶ ൅ 2ܽ´ଶܾ´ଶ ൅ 2ܽଶܽ´ଶ ൅ 2ܾଶܾ´ଶ

൅ 8ܽܽ´ܾܾ´ሻ 

Agrupando los trinomios cuadrados perfectos 

1
16

ሺെܽସ ൅ 2ܽଶܽ´ଶ െ ܽ´ସ െ ܾସ ൅ 2ܾଶܾ´ଶ െ ܾ´ସ ൅ 2ܽଶܾଶ ൅ 2ܽ´ଶܾଶ ൅ 2ܽଶܾ´ଶ ൅ 2ܽ´ଶܾ´ଶ

൅ 8ܽܽ´ܾܾ´ሻ 

1
16

ሾെሺܽଶ െ ܽ´ଶሻଶ െ ሺܾଶ െ ܾ´ଶሻଶ ൅ 2ܽଶܾଶ ൅ 2ܽ´ଶܾଶ ൅ 2ܽଶܾ´ଶ ൅ 2ܽ´ଶܾ´ଶ ൅ 8ܽܽ´ܾܾ´ሿ 

Sumando y restando dentro del paréntesis 2ܽܽ´ܾଶ, 2ܽܽ´ܾ´ଶ, 2ܾܾ´ܽଶ 2ܾܾ ݕ´ܽ´ଶ 

1
16

ሾെሺܽଶ െ ܽ´ଶሻଶ െ ሺܾଶ െ ܾ´ଶሻଶ ൅ 

൅ሺܽଶܾଶ ൅ ܽ´ଶܾଶ ൅ ܽଶܾ´ଶ ൅ ܽ´ଶܾ´ଶ ൅ 4ܽܽ´ܾܾ´ െ 2ܽܽ´ܾଶ െ  2ܽܽ´ܾ´ଶ െ 2ܾܾ´ܽଶ െ  2ܾܾ´ܽ´ଶሻ ൅ 

൅ሺܽଶܾଶ ൅ ܽ´ଶܾଶ ൅ ܽଶܾ´ଶ ൅ ܽ´ଶܾ´ଶ ൅ 4ܽܽ´ܾܾ´ ൅ 2ܽܽ´ܾଶ ൅  2ܽܽ´ܾ´ଶ ൅ 2ܾܾ´ܽଶ ൅  2ܾܾ´ܽ´ଶ ሿ 

Formando cuadrados de dos cuatrinomios, obtenemos: 
1

16
ሾെሺܽଶ െ ܽ´ଶሻଶ െ ሺܾଶ െ ܾ´ଶሻଶ ൅ሺܾܽ െ ܾܽ´ െ ܽ´ܾ ൅ ܽ´ܾ´ሻଶ ൅ ሺܾܽ ൅ ܽ´ܾ ൅ ܾܽ´ ൅ ܽ´ܾ´ሻଶ ሿ ൌ 

1
16

ሼെሺܽଶ െ ܽ´ଶሻଶ െ ሺܾଶ െ ܾ´ଶሻଶ ൅ ሾሺܾ െ ܾ´ሻሺܽ െ ܽ´ሻሿଶ ൅ ሾ ሺܽ ൅ ܾሻሺܽ´ ൅ ܾ´ሻሿଶሽ ൌ 

1
16

ሼെሾሺܽ ൅ ܽ´ሻሺܽ െ ܽ´ሻሿଶ െ ሾሺܾ ൅ ܾ´ሻሺܾ െ ܾ´ሻሿଶ ൅ ሾ ሺܾ െ ܾ´ሻሺܽ െ ܽ´ሻሿଶ

൅ ሾ ሺܽ ൅ ܾሻሺܽ´ ൅ ܾ´ሻሿଶሽ ൌ 

1
16

ሾെሺܽ ൅ ܽ´ሻଶሺܽ െ ܽ´ሻଶ െ ሺܾ ൅ ܾ´ሻଶሺܾ െ ܾ´ሻଶ ൅ ሺܾ െ ܾ´ሻଶሺܽ െ ܽ´ሻଶ ൅ ሺܽ ൅ ܾሻଶሺܽ´ ൅ ܾ´ሻଶሿ ൌ 

1
16

ሾሺܾ ൅ ܾ´ሻଶ െ ሺܽ െ ܽ´ሻଶ ሿሾ ሺܽ ൅ ܽ´ሻଶ െ ሺܾ െ ܾ´ሻଶሿ ൌ 

ଵ
ଵ଺

ሾሺܾ ൅ ܾ´ሻ െ ሺܽ െ ܽ´ሻ  ሿሾ ሺܾ ൅ ܾ´ሻ ൅ ሺܽ െ ܽ´ሻ  ሿሾ ሺܽ ൅ ܽ´ሻ െ ሺܾ െ ܾ´ሻ ሿሾሺܽ ൅ ܽ´ሻ ൅ ሺܾ െ ܾ´ሻ ሿ  

ܾ ൅ ܾ´ െ ܽ ൅ ܽ´
2

.
ܾ ൅ ܾ´ ൅ ܽ െ ܽ´

2
.
ܽ ൅ ܽ െ ܾ ൅ ܾ´

2
.
ܽ ൅ ܽ´ ൅ ܾ െ ܾ´

2
                ሾ3.1.7ሿ 
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Siendo ݏ el semiperímetro, tenemos que  2ݏ ൌ ܽ ൅ ܽ´ ൅ ܾ ൅ ܾ´ ฺ ݏ ൌ ௔ା௔´ା௕ା௕´
ଶ

 

Restando miembro a miembro ܽ tenemos que ݏ െ ܽ ൌ ௕ା௕´ି௔ା௔´
ଶ

  

Restando miembro a miembro ܽ´ tenemos que ݏ െ ܽ´ ൌ ௕ା௕´ା௔ି௔´
ଶ

 

Restando miembro a miembro ܾ tenemos que ݏ െ ܾ ൌ ௕´ି௕ା௔ା௔´
ଶ

 

Restando miembro a miembro ܾ´ tenemos que ݏ െ ܾ´ ൌ ௕ି௕´ା௔ା௔´
ଶ

 

Sustituyendo en ሾ3.1.7ሿ, obtenemos la siguiente expresión equivalente 

    ሺݏ െ ܽሻሺݏ െ ܽ´ሻሺݏ െ ܾሻሺݏ െ ܾ´ሻ     ሾ3.1.8ሿ       

Utilizando el segundo miembro de la expresión  ሾ3.1.6ሿ 

െ 
1
4

ሺܽଶܽ´ଶ ൅ ܾଶܾ´ଶ െ ܿଶܿ´ଶ ൅ 2ܽܽ´ܾܾ´ሻ ൌ െ 
1
4

ሾሺܽܽ´ ൅ ܾܾ´ሻଶ െ ܿଶܿ´ଶሿ 

െ 
1
4

ሺܽܽ´ ൅ ܾܾ´ െ ܿܿ´ሻሺܽܽ´ ൅ ܾܾ´ ൅ ܿܿ´ሻ        ሾ3.1.9ሿ 

Sustituyendo  ሾ3.1.8ሿ  y  ሾ3.1.9ሿ en la expresión ሾ3.1.6ሿ 

ሾܣሿଶ ൌ ሺݏ െ ܽሻሺݏ െ ܽ´ሻሺݏ െ ܾሻሺݏ െ ܾ´ሻ െ  
1
4

ሺܽܽ´ ൅ ܾܾ´ െ ܿܿ´ሻሺܽܽ´ ൅ ܾܾ´ ൅ ܿܿ´ሻ      ሾ3.1.10ሿ 

Por el teorema de Ptolomeo, tenemos que un cuadrilátero es cíclico si y solo si  

ܽܽ´ ൅ ܾܾ´ ൌ ܿܿ´ 

Sustituyendo en  ሾ3.1.10ሿ obtenemos la fórmula del área de un cuadrilátero cíclico, 

descubierta por el matemático hindú Brahmagupta. 

ሾܣሿଶ ൌ ሺݏ െ ܽሻሺݏ െ ܽ´ሻሺݏ െ ܾሻሺݏ െ ܾ´ሻ     ሾ3.1.11ሿ 

Podemos considerar a un triángulo como un caso particular de un cuadrilátero convexo, 

en el cual uno de sus lados es igual a cero. Como un triángulo siempre es inscriptible en 

una circunferencia, es decir todos los triángulos son cíclicos, podemos utilizar la 

ecuación ሾ3.1.11ሿ. Si hacemos, por ejemplo ܽ ൌ 0, obtenemos la fórmula de Herón para 

el área de un triángulo. 

ሾܣሿଶ ൌ ݏሺݏ െ ܽ´ሻሺݏ െ ܾሻሺݏ െ ܾ´ሻ     
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3.2 Teorema de Feuerbach 

Antes de conocer el teorema de Feuerbach, debemos definir la circunferencia de 

Feuerbach o circunferencia de los nueve puntos. 

 

Circunferencia de los nueve puntos. 

Es la circunferencia pasa por los pies de las alturas de un triángulo, por los puntos 

medios de los lados y por los puntos medios de las distancias entre el ortocentro y los 

vértices. 

                                                       

Debemos probar que existe una circunferencia que pasa por esos nueve puntos.  

Consideramos en el triángulo ܥܤܣ, se tiene que ܪ es el ortocentro, ܷ el punto medio de 

 Y sean: ܲ el punto medio del .ܥܪ el punto medio de ܹ ,ܥܪ el punto medio de ܸ ,ܪܣ

lado ܤܣ, ܰ el punto medio del lado ܯ ,ܥܤ el punto medio del lado ܣܥ, ܴ el pie de 

altura del lado ܤܣ, ܵ el pie de altura del lado ܥܤ y ܶ el pie de altura del lado ܣܥ.  

 

Los triángulos ܥܪܣ y ܥܤܣ tienen como base ܥܣ. Los puntos ܷ y ܸ son puntos medios 

de los lados ܪܣ y ܪܥ por lo tanto ܷܸ es base media del ܥܪܣ, además ܯ y ܰ son 

puntos medios de los lados ܤܣ y ܥܤ, por lo tanto ܰܯ es base media del ܥܤܣ. Tenemos 

que:   ܰܯ//ܸܷ//ܥܣ  y  ଵ
ଶ

ܥܣ ൌ ܷܸ ൌ   ܰܯ
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En el triángulo ܥܪܤ tenemos que ܰ y ܸ son puntos medios, por lo tanto ܸܰ es base 

media, en consecuencia ܪܤ//ܸܰ.  

En el triángulo ܪܤܣ tenemos que ܯ y ܷ son puntos medios, por lo tanto ܷܯ es base 

media, en consecuencia ܷܯ//ܪܤ 

Por lo tanto ܷܯ//ܸܰ//ܪܤ 

Cómo ܪܤ ٣ ܸܰ entonces  ܥܣ ٣ ܸܷ , por lo tanto ܷܸܰܯ es rectángulo. 

Análogamente se demuestra que ܹܸܲܯ y ܹܷܰܲ son rectángulo y tienen la misma 

diagonal ܹܲ. 

                                         

Todos los rectángulos son cíclicos siendo la diagonal el diámetro de la circunferencia 

circunscripta, entonces tenemos que ܲ, ܸ, ܰ, ܹ, ,ܯ ܷ pertenecen a una misma 

circunferencia.  

Como ܹܲ es diámetro y ܹ ෠ܴܲ ൌ 90° ฺ ܴ pertenece a la circunferencia. 

De manera análoga se demuestra que  ܵ y ܶ pertenece a la circunferencia. 

Es decir ܴ, ܲ, ܸ, ܰ, ܵ, ܹ, ܶ, ,ܯ ܷ pertenecen a una misma circunferencia, llamada 

circunferencia de los nueve puntos o circunferencia de Feuerbach. ሾ3.2.1ሿ 

Teorema de Feuerbach 

La circunferencia inscripta en un triángulo es tangente a la circunferencia de los nueve 

puntos. 

Demostración  
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Sea el triángulo ܥܤܣ de lados ܤܣ ൌ ܥܤ ,ܥ ൌ ܽ y ܥܣ ൌ ܾ y sea ߱ la circunferencia  

inscripta del ܥܤܣ, consideramos los puntos ܯ,  puntos medios de todos los lados  ܲ ݕ ܰ

ܽ,    .ܿ ݕ ܾ

Los lados del triángulo ܲܰܯ  resultan ser bases medias del triángulo ܥܤܣ, por lo tanto 

tenemos que: 

ܲܰ ൌ ௕
ଶ
ܲܯ       ൌ ௔

ଶ
ܰܯ      ൌ ௖

ଶ
      

Consideramos las circunferencias de radio cero y centros ܯ,  y calculamos los ܲ ݕ ܰ

segmentos tangentes entre las cuatro circunferencias. Entonces, tenemos: 

ே௉ݐ ൌ ܰܲ ൌ ௖
ଶ
ெ௉ݐ        ൌ ܲܯ ൌ ௔

ଶ
ெேݐ     ൌ ܰܯ ൌ ௕

ଶ
     ሾ3.3.2ሿ 

Consideramos la circunferencia ߱ inscripta en el ܥܤܣ, llamamos ߱ ת ܾ ൌ ሼܷሽ , 

߱ ת ܽ ൌ ሼܸሽ  y  ߱ ת ܾ ൌ ሼܹሽ, es decir que U, V y W son los puntos de tangencias de la 

circunferencia ߱ con los lados del triángulo ܥܤܣ. 

Si desde un punto exterior a una circunferencia se trazan las dos tangentes a la misma, 

los segmentos determinados entre dicho punto y los puntos de tangencia son iguales. 

Por lo tanto: 

ฺ ݔ    ൌ ൌ ܷܣ  ܹܣ

ฺ ݕ     ൌ ൌ ܸܥ  ܷܥ

ฺ ݖ    ൌ ൌ ܹܤ  ܸܤ

Siendo ݏ ൌ ௔ା௕ା௖
ଶ

 , tenemos que: 

ݏ2 ൌ ܽ ൅ ܾ ൅ ݏ2   ฺ   ܿ ൌ ݔ2 ൅ ݕ2 ൅ ฺ  ݖ2 ݏ   ൌ ݔ ൅ ݕ ൅  ݖ

ฺ ቐ
ݔ ൌ ݏ െ ሺݕ ൅ ሻݖ ฺ ݔ  ൌ ݏ െ ܽ
ݕ ൌ ݏ െ ሺݔ ൅ ሻݖ ฺ ൌ  ݕ ݏ െ ܿ
ݖ ൌ ݏ െ ሺݔ ൅ ሻݕ ฺ ݖ  ൌ ݏ െ ܾ
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 Teniendo en cuenta la posición de los puntos ܯ,  con respecto a los puntos ܲ ݕ ܰ

ܷ,  ఠ௉  ya que porݐ  ఠெ  yݐ ,ఠேݐ utilizaremos valor absoluto para calcular , ܹ ݕ ܸ

ejemplo:    ௔
ଶ

൐ ó     ௔      ݕ
ଶ

 ൏       ݕ

ఠேݐ ൌ ܸܰ ൌ ቚ
ܽ
2 െ ቚݕ ൌ ቚ

ܽ
2 െ ሺݏ െ ܿሻቚ ൌ ฬ

ܽ
2 െ

ܽ
2 െ

ܾ
2 െ

ܿ
2 ൅ ܿฬ ൌ ฬ

ܿ െ ܾ
2 ฬ 

ఠெݐ ൌ ܷܯ ൌ ฬ
ܾ
2 െ ฬݕ ൌ ฬ

ܾ
2 െ ሺݏ െ ܿሻฬ ൌ ฬ

ܾ
2 െ

ܽ
2 െ

ܾ
2 െ

ܿ
2 ൅ ܿฬ ൌ ቚ

ܿ െ ܽ
2 ቚ 

ఠ௉ݐ ൌ ܹܲ ൌ ቚ
ܿ
2 െ ቚݖ ൌ ቚ

ܿ
2 െ ሺݏ െ ܾሻቚ ൌ ฬ

ܿ
2 െ

ܽ
2 െ

ܾ
2 െ

ܿ
2 ൅ ܾฬ ൌ ฬ

ܾ െ ܽ
2 ฬ 

Luego aplicando el teorema recíproco ሾ2.4ሿ, tenemos: 

ఠேݐெ௉ݐ ൅ ఠ௉ݐே௉ݐ ൌ  ఠெݐெேݐ

Sustituyendo  

ܽ
2 ฬ

ܿ െ ܾ
2 ฬ ൅

ܿ
2 ฬ

ܾ െ ܽ
2 ฬ ൌ

ܾ
2 ቚ

ܿ െ ܽ
2 ቚ 

Verifica para alguna combinación de signos, como por ejemplo al tomar todos los 

módulos con valor absoluto positivo. 

ܽܿ െ ܾܽ ൅ ܾܿ െ ܽܿ ൌ ܾܿ െ ܾܽ 

Por lo tanto, las circunferencias ሺܯ, ܰ,  ሻ son tangentes a una misma߱ ݕ ܲ

circunferencia, como ܯ,  pertenecen a la circunferencia de los nueve puntos, las ܲ ݕ ܰ

A C

B
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W

V

M

NP

x

x y

y

z
z
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ܦܥ2ܿ              ൌ ሺݔ ൅ ሻሺܽݕ ൅ ܾ ൅ ܿሻ   ฺ ݔ ൅ ݕ ൌ
ܦܥ2ܿ

ܽ ൅ ܾ ൅ ܿ                          ሾ3.3.4ሿ 

En el triángulo rectángulo ଵܱܦܯ, tenemos que 

                              cot
ߙ
2 ൌ

ݔ
ଵݎ

 ฺ ݔ ൌ ଵݎ  cot
ߙ
2                                                   ሾ3.3.5ሿ 

En el triángulo rectángulo ܱଶܰܦ, tenemos que 

                                 tan
ߙ
2 ൌ

ݕ
ଶݎ

 ฺ ݕ ൌ ݊ܽݐଶݎ 
ߙ
2                                               ሾ3.3.6ሿ 

Sustituyo ሾ3.3.5ሿሾ3.3.6ሿ en ሾ3.3.4ሿ 

ଵݎ cot
ߙ
2 ൅ ݊ܽݐଶݎ

ߙ
2 ൌ

ܦܥ2ܿ
ܽ ൅ ܾ ൅ ܿ 

Multiplicamos miembro a miembro por ݊݁ݏ ఈ
ଶ

ݏ݋ܿ ఈ
ଶ
  y obtenemos  

ଵݎ cosଶ ߙ
2 ൅ ଶ݊݁ݏଶݎ ߙ

2 ൌ
ݏ݋2ܿ ߙ

2 ݊݁ݏ ߙ
2 ܦܥܿ

ܽ ൅ ܾ ൅ ܿ  

ଵݎ         cosଶ ߙ
2 ൅ ଶ݊݁ݏଶݎ ߙ

2 ൌ
.ߙ݊݁ݏ ܦܥܿ
ܽ ൅ ܾ ൅ ܿ         ሾ3.3.7ሿ 

Luego, en el triángulo ܦܥܣ tenemos que  

ߙ݊݁ݏ ൌ
ܥܦܣ ݈݁݀ ܽݎݑݐ݈ܽ

ܦܥ
   ฺ .ܦܥ ߙ݊݁ݏ ൌ ܥܦܣ ݈݁݀ ܽݎݑݐ݈ܽ ൌ ݄    ሾ3.3.8ሿ  

Llamamos 2ݏ ൌ ܽ ൅ ܾ ൅ ܿ  y sustituimos ሾ3.3.8ሿ en ሾ3.3.7ሿ 

ଵݎ         cosଶ ߙ
2 ൅ ଶ݊݁ݏଶݎ ߙ

2 ൌ
݄ܿ
      ሾ3.3.9ሿ    ݏ2

Por ሾ3.1.3ሿ 

    ሾܣሿ ൌ  ௛௖
ଶ

  ฺ 2ሾܣሿ ൌ ݄ܿ ൌ  ሾ3.3.10ሿ              ݏݎ2

Utilizando la fórmula ሾ3.3.10ሿ en ሾ3.3.9ሿ , obtenemos: 

ଵݎ         cosଶ ߙ
2 ൅ ଶ݊݁ݏଶݎ ߙ

2 ൌ
ݏݎ2
ݏ2         ฺ ଵݎ            cosଶ ߙ

2 ൅ ଶ݊݁ݏଶݎ ߙ
2 ൌ  ݎ
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