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Teorema de Sarkovskii

CAPITULO 1

Introduccion

El Teorema de Sarkovskii es un extraordinario hallazgo matematico
tanto por su aplicacion como por su simplicidad ya que es para
funciones continuas de una sola variable. Fue publicado en el afio
1.964 por el matematico soviético Oleksandr Mikolaiovich
Sarkovskii' en una revista ucraniana.

Lo genial del Teorema de Sarkovskii es que, a pesar de que las
funciones continuas han sido extensamente estudiadas en los ultimos
200 aflos por grandes mateméaticos como Newton (1642-1727),
Leibniz (1646-1716) y Euler (1707-1783), muestra que aln queda un
amplio terreno por descubrir.

He llegado al Teorema de Sarkovskii mediante un articulo de la
revista American Mathematical Monthly Ilamado “Period three
implies Chaos” publicado en el afio 1975 cuya traduccion es “Periodo
tres implica caos”. En dicho articulo, sus autores Tien-Yien Li y
James A. Yorke, matematicos norteamericanos, anuncian que un
nuevo teorema para funciones continuas de una sola variable fue
descubierto.

El teorema establece que si una funcion continua tiene periodo tres,
entonces debe tener periodo n para todo entero n.

La traduccion de “period three” como “periodo tres” tiene un sentido

diferente al habitual, aqui quiere decir que existe un punto x, tal que

f3(xy) = f(f(f(xo))) = x, con f*(xy) # x, cuando k=1, 2.

! Matemético ucraniano nacido el 7 de diciembre de 1936. En 2006 se convirtié en miembro de la
Academia Nacional de Ciencias de Ucrania.
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Teorema de Sarkovskii

En otra palabras, la imagen de x, vuelve a x, luego de tres
iteraciones.

Poco después, se encontrd que el teorema de Li y Yorke era sélo un
caso particular del teorema de Sarkovskii, que habia permanecido
ignorado para la comunidad matematica durante mas de 15 afios y en
el cual se da una respuesta completa a muchos interrogantes. Existen
innumerables trabajos dedicados al resultado de Li y Yorke o
resultados relacionados con este, incluso el titulo del mismo “Periodo
tres implica caos”, Se convirtio en una de las frases mas usadas en los
estudios del caos.

Sarkovskii reordeno los numeros naturales estableciendo el orden de
Sarkovskii y prob6 que si | < m?y si una funcién tiene periodo !
entonces debe tener periodo m. EI namero 3 es el menor ndmero en el
orden de Sarkovskii. Entonces, obviamente, el periodo tres implica a
todos los otros periodos, y el teorema de Liy Yorke no era un teorema
nuevo. Sin embargo, es en el articulo de Li y Yorke donde el nuevo

concepto de caos aparece por primera vez en la Matematica.

Es sorprendente ver que incluso las iteraciones de una funcidn
continua muy simple de una sola variable pueden mostrar un
comportamiento caotico extremadamente complicado.

La demostracion original del teorema de Sarkovskii es bastante
compleja. Aqui, se dara una demostracion que esta basada en el
teorema del valor intermedio, accesible a los lectores con cierto
conocimiento de anéalisis matematico para luego analizar algunas

aplicaciones.

21 < m seleel es menor que m con el orden de Sarkovskii.
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Teorema de Sarkovskii

CAPITULO 2

2.1El Teorema del VValor Intermedio

Sin necesidad de poseer un conocimiento especial de matematica, uno
puede entender los siguientes hechos comunes:

Es sencillo hallar el promedio de un conjunto de nimeros dados, sélo

- o . Y+ Vst
debemos realizar el siguiente calculo Yy, o, = 222 y; n

¢Como calculamos la temperatura promedio durante un dia si se puede
tener numerosas lecturas de temperaturas?

Dos trenes que parten al mismo tiempo, uno desde New York hacia
Chicago y el otro desde Chicago hacia New York, deben cruzarse en

algun momento a lo largo de sus viajes.

Ahora, juguemos un poco sobre estos hechos comunes. ¢Es tan obvio

esto?

Supongamos que Roberto comienza a escalar una montafa a las 8 a.m.
y alcanza la cima a las 6 p.m. y entonces, al dia siguiente, a la misma
hora inicia su regreso yendo por el mismo camino. ¢Hay algun lugar
de su camino de ida y vuelta por la montafia donde su reloj indique la
misma hora?

La respuesta es si. Podemos imaginar a dos Robertos al mismo
tiempo, uno subiendo y otro bajando por la misma ruta. Si se ajustan
sus relojes antes de comenzar, se mostrara exactamente el momento

en que los dos Robertos se encuentran en su camino.
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Teorema de Sarkovskii

Esta idea puede ser expresada en Matematica como el siguiente

teorema:

Teorema del VValor Intermedio:

Si f es una funcién continua en el cerrado [a;b] y N es cualquier
numero entre f (a) y f (b) entonces existe al menos un x, entre a y b tal

que f(xy) =N

Demostracion T.V.1.:

Supongamos una funcion g(x) = f(x) — N , con N una constante
cualquiera.

-f (x) es una funcién continua por la hipotesis del teorema,

- N es continua por ser funcion constante,

-la resta de funciones continuas da como resultado una funcion
continua.

- g(X) es continua.

Evaluamos genunpuntoa: g(a) =f(a)—N

La funcidn en ese punto es negativa, ya que por hipotesis tenemos que
N pertenecea  (f(a);f(b)) oseaque N > f(a)

Evaluamos genunpuntob: g(b) = f(b) — N

La funcidn en ese punto es positiva, ya que por hipotesis tenemos que
N pertenecea (f(a);f(b)) oseaque N < f(b)

Como g es continua, g(a) <0 y g(b)> 0, podemos aplicar el
Teorema de Bolzano. Al aplicarlo, deducimos que existe un x,
perteneciente a (a ; b) tal que g(x,) =0

Evaluamos g en ese punto xo:  g(xo) = f(xg) — N

Nufiez, P. Soledad Pagina 4



Teorema de Sarkovskii

Reemplazando y despejando, 0 = f(x,) — N
f(xo) = N

Asi queda probado el teorema.

Este es uno de los teoremas elementales del Célculo Matemaético.
Aunque es muy simple, se sigue poniendo mucha atencion sobre él e
incluso, se lo utiliza como una pregunta de examen. Por ejemplo, la

siguiente consigna se propone muy a menudo: Probar

Proposicion 2.1:

Sea f una funcion continua en el cerrado [a; b]. Si el rango de f

contiene a [a; b] entonces la ecuacion

flx)=x

Tiene por lo menos una solucion en [a; b].

Demostracion:

La solucion es sencilla. Dado que el rango de f contiene [a; b] debe

haber algunos x,, x, € [a; b] tal que

fy)sasx ) fO2)2b=2x,

Sea g(x) = f(x) —x

El siguiente resultado viene de la aplicacion del Teorema del Valor

Intermedio con N = 0.
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Graficamente,

%) Y7
b —

|

|
ol — +__H

I

1

I
I
L] l

0 a x, >x

0 2b
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Teorema de Sarkovskii

2.2Puntos periodicos

Vamos a mostrar notaciones y a definir conceptos tales como punto
fijo, punto periddico y drbita de una funcion que posteriormente seran

necesarios.

Notacion:
Se asume que el rango de f esta contenido en el dominio de f.
R{f} c D{f}
o) =x
1) =f)
f200) = fIf (0]
£ = flf? ()]

f00 = Il

Definicién 1: Punto fijo
Es un punto x, que satisface la ecuacion

f1(xo) = f(x0) = %0
En términos graficos, un punto fijo significa que el punto (x; f(x))
pertenece a la rectay = x ; 0 en otras palabras, la grafica de f tiene
un punto en comun con esa recta.

Una generalizacion natural de ese punto fijo es el punto periddico.
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Teorema de Sarkovskii

Definicién 2: Punto periddico

Si x, satisface la ecuacion

{f"(xo) = X
fE(x0) # %0

Entonces x, se denomina un punto n-periodico cuyo periodo es n.

Como vemos, un punto fijo es un punto 1-periodico.
Si f tiene un punto de n-periddico, se dice que f tiene periodo n.

Definicion 3: Orbita periddica de f
Si x4 es un punto n-periodico de f, entonces x,, f(xo), ..., f™ (%)
son distintos y el conjunto {x,, f (xo), ..., f™ 1(xo)} se denomina una

oOrbita periddica de f.

La existencia de un punto fijo de una funcion es generalmente clara
por la mera inspeccion de su grafico. Pero la existencia de un punto de
n-periddico no es tan facil de ver, incluso si n es un namero entero
pequeno.

Veamos esto con un ejemplo:

Ejemplo:
Sea la funcion ¥ (x)

1

IA
=
IN

W= 7
wx_2—2x,

= N e

NlRm O
IA
o
IA
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Cuya grafica es

R =

|
I
|
I
|
I
|
1
2

0 1 > X

Como se puede calcular, tenemos:

Y0 = > P(0) =1
P?(0) = Y] =y(2) =1 > Y2(0) = 1
¥3(0) = P[P*(0)] =y(1) =0 > 43(0) = 0
PHO) = YY) = (0) =2 > $*(0) = 1
P5(0) = Y[Y* O] =p() =1 . $5(0) = 1
Ye(0) = P[Y°>(0)] =y(1) =0 > Y%(0) = 0

Asi, la funcidn y tiene un punto 3-periodico en cero.
Ahora pensemos lo siguiente: ¢La funcion y tiene un punto 5-
peridédico? (Y un punto 7-peridédico? Es dificil saber esto solo

mirando el grafico. Es necesario hacer un analisis mas profundo.

Llegamos a la siguiente proposicion que es una version generalizada

del Teorema del VValor Intermedio.
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Proposicion 2.2:

Sea f una funcion continua en el cerrado [a; b] y sean Iy I, ..., I,
subintervalos cerrados de [a; b]. Si

f)o ity , k=01, ... , n—2

fp-1) 2 I

entonces, la ecuacion

frx) =x

tiene por lo menos una solucion x = x, € I, tal que

fk(xo)EIk, k=01,.. n—1

Notacion:
-En esta proposicion, f(I;) D I, significa que el rango de f en I
contiene a I, ,. Este hecho le denotaremos asi:

Lol
I Ii} st f() >

j
I; esta contenido en f(I;). En otras palabras, f(I;) “cubre” I;.

-Las condiciones f(Iy) D I+, ,k=0,1, ... , n—2 Yyf(,—1) DI,
se pueden expresar de la siguiente manera:
lo—>1L1—>0L— ... =>L,_1—1I,

Claramente, si n = 1 la proposicion 2.2 se reduce a la proposicion 2.1.

Demostracion:

La prueba de la Proposicién 2.2 se basa en el siguiente hecho:

Si  I; — I, entonces existe un subintervalo I c I; tal que

f(lf) = I
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Teorema de Sarkovskii

Esto es cierto, pues si I, = [c;d] existen x; y x, en I, tales

que fx))=c y fx)=d
Sea I; = [x;; x,] entonces y por el Teorema del Valor Intermedio

f(lf) =1

Este hecho implica que existen

Inoy © Iny tal que  f(In_1) = Io

Iy € Iy talque  f(lp_3) = In4

Iy c I, talque  f(ly) = I

En otras palabras, existe I; < [, tal que

fUD > iy k=01, . ,n=2 Yy flp)=1I > I
De esto, tenemos que f*(I5) = I ,parak =0,1, ... , n—2 y
f™(y) o I;. Por lo tanto, por la proposicion 2.1 tenemos que la
ecuacion  f™(x) = x tiene una solucion x, € Ijc I, tal que

f¥(xg) € I, , k=0,1,.. ,n—1 secumple.

Nota:
En geometria, f*(x,) € I, , k=0,1,.. ,n—1 significa que hay
que asignar sucesivamente a f, x, dando [,I, I, , para

finalmente, volver donde comenzaba.
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Definicién 4: Orden tipo 7 de periodo n

Un orden tipo 7 de periodo n es una permutacion ciclica T del

conjunto finito {1, ..., n}.

Definicion 5: Orden tipo 7 de una orbita periddica

Una orbita periodica de f: 1 — I tiene orden tipo T si sus elementos,
cuando son indexados en orden creciente como x; < Xp < ... < Xy,

satisfacen la condicion f: x; — x;¢;) , estoes, f(x;) = x;.

Desde la definicion, dos Orbitas periddicas tienen el mismo tipo de
orden si y sélo si existe una correspondencia entre ellas la cual

conmuta con la funcion, la cual preserva el orden.

Notacion:

(1, i,,...,1,) es la permutacién ciclica T donde
T:l—>i, >iz— ... =i,—1
0 equivalentemente

fixg = x, = —=x —x

Aqui, i, ... i,, €S una permutacion arbitraria de {2, ...,n}. Luego, el

numero de periodos tipo n distintos es igual a (n — 1)1
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Ejemplo:

Para n = 2 existe solo un orden tipo, el cual es (1, 2).
Para n = 3 existen dos orden tipo distintos, dados por (1,2,3) y
(1,3,2)

Para n = 4 existen seis orden tipo

T =(1,3,2,4) 3V N

T =(1,2,3,4) 3l

T =(1,4,3,2) 31\ -

T=(1,2,4,3) g1 /N

T:(13412) 3
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Teorema de Sarkovskii

Definicién 6: Aplicacion lineal por partes

Dado un orden tipo 7: {1,2, ..., n} — {1, 2, ..., n} asociamos a este una
aplicacién lineal por partes L.:[1,n] — [1,n] la cual aplica cada
subintervalo K; = [i, i + 1] afinmente * sobre el intervalo con

extremos (i) y 7(i + 1).

Paran = 4, los graficos de las correspondientes aplicaciones L. estan

arriba.

Para analizar el orden tipo, se subdivide el intervalo [1,n] en los

subintervalos

K, =1[1,2]

*Sean S,y S, dos subconjuntos de un espacio afin (4; V). Se dice que S, depende afinmente de Sy,
si S, © L,(S;). Se comprueba de modo elemental: a) S; depende afinmente de S;. b) Si S, € S,,
entonces S; depende afinmente de S,. ¢) Si S; depende afinmente de S, y S, depende afinmente de
Sz, entonces S; depende afinmente de Ss.
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Proposicion 2.3:

Sea f:1 — I una funcion continua y sea f una funcion con una 6rbita
periddica de periodo n impar, pero la funcion f no tiene una Oérbita
periddica de periodo n — 2. Entonces el orden tipo de este periodo es
igual a una de las siguientes dos permutaciones:

() 1<m<m+l<m-1<m+2<m-2<..<n-2<3<n-1<2<n

(i) n<2<n-1<3<n-2<.<m-2<m+2<m-1<m+1<m<1

Donden=2m—1

Luego, aun cuando existen (n — 1)! 6rdenes tipo de periodo n solo
dos de ellos pueden de hecho ocurrir en el caso de periodo impar
minimo. Esos ordenes tipos son unimodales, esto es, la aplicacion L,
asociada es unimodal, es decir, tiene un Unico extremo, Maximo o

minimo.

Demostracion:

Se construye un camino

Ji—=hL—= . ==

de intervalos distintos, donde también
U Jyestoes, J; — J;
y donde

2<l<n-1

Nufiez, P. Soledad Pagina 15



Teorema de Sarkovskii

Como f tiene puntos periddicos de todos los periodos mayores o
iguales que [, pero no de periodon — 2 ,sesiguequel =n— 1.
Esto es, la sucesion de intervalos /4, ..., J; debe ser alguna permutacion

de la sucesioén de intervalos

I; = [x1,x;]

Iy = [xn—lrxn]

Ademés, como el camino de flechas desde /; en si mismo, es minimo,
no pueden haber flechas de la forma

Ji—=Ji con(i+1)<j

Sin pérdida de generalidad, podemos trabajar con la funcion lineal por

partes L, .

Sea/; = [m, m+1].

Como J; se aplica solo sobre dos intervalos distintos, es decir, J; Y /5,
la imagen L,(J,) debe ser

@ LJ)=[m-1m+1]

(b) LUy =I[m, m+2]

Se supone el caso (a). Entonces, claramente,

t(m)=m+1

tm+1)=m-1
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Ahora la imagen bajo L, de J, = [m — 1,m] no puede cubrir J;, y
puede cubrir s6lo un nuevo intervalo J; . El Gnico modo que esto
ocurraes J3;=[m+1,m+2],cont(m—1) =m+ 1.

Continuando, inductivamente, vemos que
T:l->m+1l—->m-1—-m+2— .. »>m+(m-1)—1
0

7T:1—m+1—-m-1—-m+2— .. —52m—-1—o1

Se sigue entonces quen = 2m — 1.

El resto de la prueba es analogo.

Observacion:
Gracias a la proposicion 2.3 es suficiente mostrar que para cada
i=1,2,..,2n—1, f siempre asigna un punto final de S; llamado A,

hasta otro llamado B, siendo que A esté siempre entre B y f(B).

Ejemplo: Para el caso cuando m = 4, esto es, n= 7 tenemos:

() X6 <x4 < Xy <Xg <Xy < X3 <Xg
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CAPITULO 3

Teorema de Li-Yorke
Se enuncia el famoso teorema de Li- Yorke denominado “Period three
implies chaos” publicado en el afio 1.975 por la revista American

Mathematical Monthly.

Teorema de Li-Yorke:

Sea f una funcion continua en el cerrado [a;b] y su rango esta
contenido en [a; b]. Si f tiene un punto 3-periddico, entonces f tiene

puntos n-periodicos para todos los enteros positivos n.

Demostracion:

Sea x, < x; < x, una Orbita 3-periddica de f. Entonces se cumple
f(x;) = xo 0 f(xq) = x, .Sin pérdida de generalidad, se supone
f(x1) = x,. Entonces f(xy) = x5, f(x,) = x4.

Sea Iy = [xq,x4], I; = [x1,x,]. Usando el Teorema del Valor

Intermedio,
vlys I
Sea
Iy =1 = =1n—2=io
Iy = i1

La proposicion 2.2 implica que existen x, € I, tal que f™(xg) = x§y

ffax)el, k=0,1,.. ,n—2
fn_l(xS) € i1
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Ahora, analicemos lo siguiente. Si x5, f(xg), ... ,f™ 1 (x$) noesun
punto n-periddico de f , entonces f™ 1 (xg) seria uno de los
f*x3), k=0,1,.. ,n— 2. Por lo tanto,

P lx) elgnly =x,

xo = fM(xg) = Xo

fxg) = fxo) =x; & 1~0

Que implica una contradiccion pues f(xg) € I,

Quedando la prueba terminada.

Este Teorema nos dice que las funciones que cumplan con un gréafico

como el que sigue tienen periodo n para cada n.

B | —

> X

1Ol e — e — —— — ——

Esta mas alla de la imaginacion que una simple funcion produzca un

fendmeno tan complejo.
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En el articulo citado “Period three implies chaos” se introduce por
primera vez el nuevo concepto de "caos". El significado del caos en
Matematica es que si f tiene un punto 3-periddico en [ entonces
existen incontables conjuntos S c I de modo que para cualesquiera
dos puntos x,,y, €S , la distancia entre dos series iterativas
Xp= f"x0) , Vo= f"(yy), n=1,2,...,n—2 tiene la
propiedad de que, como n — oo, el limite inferior es igual a cero

mientras que el limite superior es mayor que cero.

Es evidente que los puntos en S tienen propiedades muy interesantes
en las sucesivas asignaciones de f.

Que el limite inferior sea igual a cero significa que existe una cantidad
infinita de n de modo que {f™(x)}y {f™(y)} sean tan cercanos como
se quiera; y que el limite superior sea mayor a cero significa que
existe una cantidad infinita de n tal que la distancia entre {f™(x)}y
{f™(y)} sea siempre positiva.

En otras palabras, en la iteracion sucesiva de f, diferentes puntos de S
a veces son cercanos, a veces separados pero ninguno de ellos es

periddico.

Asi tambien, demostraron que si una funcion continua f: R — R
tiene un punto de periodo 3, entonces tenia puntos periddicos para
cada uno de los periodos n, siendo n € N . Claramente, el
comportamiento de f era complejo, algo cadtico, pues todo se podia
esperar de sus Orbitas. Sin embargo, el titulo “Period Three Implies

Chaos” no resulta adecuado.
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CAPITULO 4

Teorema de Sarkovskii

Se sabe que el orden estandar de los nimeros naturales es:

1, 2, 3, 4,5 6, 7,8, ...

Pero podemos reordenarlos de la siguiente manera:

3,57,.. ,2-3,2-52-7,... ,22.3,22.522.7,..,16,8,4,2,1

En primer lugar, se ordenan los nimeros impares exceptuando el cero;
luego, estos mismos impares multiplicados por dos; siguiendo con los
mismos impares multiplicados por 22 , luego por 23 y asi. Esto agota
a todos los nimeros naturales con la excepcion de las potencia de dos
que se enumeran al final en orden decreciente. El Gltimo namero es el

uno.

Esta forma particular de ordenar los nUmeros naturales se conoce con
el nombre de Orden de Sarkovskii para nimeros naturales y se denota

de la siguiente manera:

395979+ 2923125192719 2%2.3<2?2.5
<2?2.7<9.-. 916<98<4<2<1
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Teorema de Sarkovskii

Se pensard en la siguiente cuestion: ¢Existe alguna aplicacion del
orden de Sarkovskii? Para ello, se considerara el siguiente teorema del
ano 1964.

Teorema de Sarkovskii:

Sea f:1 — I una funcion continua y f tiene un punto [-periodico. Si

[ < m, entonces f tiene también un punto m-periédico.

Al no indicar la forma de I, se entiende que | puede ser cualquier
intervalo; finito o infinito, abierto o cerrado, semiabierto o
semicerrado. Este teorema nos dice que los periodos de una funcién
continua muestran una extraordinaria regularidad. Antes de pasar a la

demostracion del teorema, se haran algunas aclaraciones importantes.

1. Si f tiene un punto periédico cuyo periodo no es una potencia de
dos, entonces f debe tener infinitos puntos periodicos. Por el
contrario, si f tiene solamente un ndmero finito de puntos
periddicos, entonces cada periodo debe ser una potencia de dos.
Se considera al nimero uno 1 = 2°,

2. El periodo 3 es el menor periodo en el orden de Sarkovskii y
por lo tanto, implica la existencia de todos los otros periodos
como se vio en el Teorema de Li-Yorke.

3. El reciproco del Teorema de Sarkovskii es también verdadero.
Existen funciones que tienen puntos p-peridédicos y no tienen
puntos periodicos mayores en el sentido del orden de

Sarkovskii.
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Demostracion:

Se analizaran los cuatro casos posibles.
= Caso 1:
Si f tiene periodo 2™, entonces f tiene periodo 2! para cada [ < m.

Solo se necesita probar que el periodo 2™ implica el periodo2™ 1. Se

hace por induccion.

Sim=1 entonces f tiene un punto 2-peridédico. Sean x;,x, una
Orbita 2-periddica de f con x; < x, . Quedando f(x;) = x, ,
f(x,) = x50 f([xg,x,]) D [x,x,]. Por la proposicion 2.1, f tiene

un punto fijo, es decir, f tiene un punto 2°-periédico.

Se supone que es valido para m = k. Se quiere mostrar que esto

también es valido param = k + 1.

Sea g = f2. Entonces f tiene periodo 2*¥** lo que implica que g
tiene periodo 2*. Usando la hipdtesis inductiva, g tiene periodo 2%~1.

Asi, existe un x, € I tal que

% (%) = xo,

gt(xg) # xo para t=1,2,...,2%1

Lo que equivale a

£ (xo) = xo,

2 (xy) # xo para t =1,2,.., 2%
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Si se supone que x, no es un punto 2*-periddico de f entonces debe

existir algin s € {1, 3,5, ..., 2% — 1} tal que
f5(x0) = xg
Lo que es imposible pues implica que
f2%(x0) = xg
para algin s, € {1,2,3,...,2% 1t — 1}

Asi, la induccion completa la demostracion.

= (Caso 2:

Si f tiene periodo2m + 1 con m > 1 entonces f tiene periodo k para

todok >2m+1.
Por la proposicion 2.3. tenemos
Iy = [xg, 2]

I = [x5, %]

Iyn-1 = [X2n-3, X2n-1]

Iy = [x2n rx2n—2]
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Se puede ver en los siguientes diagramas:

y (c)

CIl_’Iz”"’Is”"’Iq“’Is_’ ey PRI PO

Si se supone que no existe un punto (2n + 1) -periodico para

1 <n < m. Entoncesparak >?2m+1

Lol = > == > hy—
k—(2m—-1)

Como no hay un punto comdn entre I, y I,,,_, por la proposicion 2.2

daré a lugar a que f tenga un punto k-periodico.
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= (Caso 3:

Si f tiene periodo 2m + 1 con m > 1 entonces f tiene periodo 2k

para cualquier entero positivo k.

Sélo se necesita probar el caso donde 2k < 2m. Del diagrama (c) se

tiene

Lim-i+1 = Laon-n)+2 — = L = Lon—i)+1

Con el mismo argumento que el utilizado en el caso 2, f tiene un

punto 2k-periodico.

= (Caso 4:

Seam<n, donde m= 2¥-p ,n= 2t-q, con py g numeros
impares siendo p > 1y k > 1. Entonces el periodo m implica el

periodo n.

Sin pérdida de generalidad, se supone que para [ < m no existe un

punto [-periodico de f.

De acuerdo al orden de Sarkovskii, se necesitan considerar las

siguientes posibilidades:

i) t>k,q=>1
M t=k,q>p
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Sea g(x) = fzk(x). Entonces que f tenga periodo 2% - p implica que

g tiene periodo p.

Por el caso 3, se sabe que g tiene periodo 2 %.q parat>k vy
k > 1. Por lo tanto, f tiene periodo 2t -q parat>k yg=1y (i)

es valido.

Por el caso 2, que g tengo periodo p implica que g tiene periodo q.

Entonces f tiene periodo 2°-q y (ii) es valido.

Queda completa la prueba del Teorema de Sarkovskii.

Ejemplo:

Aqui se muestra que el periodo 5 no implica periodo 3.

Sea f la funcion lineal a trozos definida en el cerrado [1,5] con

f()=3,f2)=5,f(3)=4,f(4) = 2y f(5) =1 cuyo gréfica
es

yA
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Es facil chequear que

(i)  10/3 es un punto fijo o0 un punto 1-periddico.
(i)  5/3 es un punto 2-periddico.

(iii) 1,2,3,4,5 son puntos 5-periodicos.
Se puede probar que f no tiene un punto 3-periédico. Como

f31,2]1=[2,5]

f32,3]1=[3,5]

f3l4,5] = [1,4]

/3 no tiene puntos periédicos en ninguno de estos intervalos. Ademas,
como f3[3,4] = [1,5] v f3 es monGtonamente decreciente en

[3,4], existe un Unico x, € [3,4] tal que

£3(x0) = xg

Como f(x) = 10 —2x en [3,4], f(x) tiene un punto fijo Unico
X =10/3en[3,4].

Asi,
fPA=@=fE=x=x

Xo NO €S un punto 3-periddico. Por lo tanto, f no tiene un punto 3-

periddico.
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CAPITULO5

Aplicaciones

Mediante ejemplos se mostrara que, incluso en problemas clasicos, se
puede encontrar un beneficio en tomar en cuenta la estructura global

del Teorema de SarkovskKii.

Ejemplo 1: “Los monos y sus bananas”

Habia un monton de bananas en la playa que pertenecian a cinco
monos. El primer mono se acerco, dividio las bananas en cinco pilas
con el mismo nimero de bananas. Como sobré una, la arrojo al mar y
se fue con su propia pila de bananas. Luego, el segundo mono se
acerco y también dividio el resto de las bananas en cinco montones
iguales. Una vez maés, sobré una y fue arrojada al mar. Y también se
marcho con sus propias bananas. Asi, uno por uno, cada mono hizo lo

mismo que los dos primeros.

¢Cual es el menor nimero de manzanas en la playa al principio?

El problema no es facil de resolver si utiliza las ecuaciones de
costumbre. Asi que el famoso fisico britanico Paul Dirac (1902-1984)

sugirio hacerlo de la siguiente manera.
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Sea N el numero de manzanas al comienzo y sean A;, A,, Az, Ay, As

los nimeros de manzanas tomadas por los monos.

Entonces, tenemos un sistema de ecuaciones lineales como el que
sigue:
N — 54, =1
44, — 54, =
4‘A2 - 5A3 =

445 — 54, =
44,-54; =1

Que tiene una solucion particular:
(N,Ay, Ay, Az, Ay, Ac) = (—4,-1,-1,-1,-1)

El sistema homogéneo correspondiente al sistema de ecuaciones

original tiene como solucidén general:

(O @& O s@w O ¥
Donde k es cualquier constante. Por lo tanto, la solucién general del

sistema es:

(56)" k= Q)" k1) k=25 k1)) k- 1k -1)
De aqui, se puede determinar que el menor entero positivo para N es

5°—4=3121 con k = 4* =256 y el nimero de manzanas que
quedaron es 4A: = 4(k — 1) = 1020.

Como se puede observar la solucion esta basada en la estructura de
soluciones de sistemas de ecuaciones lineales. Y si no se la conoce, es

realmente muy dificil resolverlo.
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El siguiente método para resolver este problema es basico y muy
simple. Se supone que x es el nimero de manzanas antes de que los

monos lleguen y que y es el nimero de manzanas que dejaron.

Es obvio que y esta determinado por x; asi y = f(x) siendo

f@) = 21

Si hay N manzanas al comienzo y M manzanas al final, entonces

M= (f (r (f(f(N))))> = f5()

Ahora, se considera como obtener la férmula para f°(N) .

Reescribimos f'(x) como
fx) = %(x+4)—4

Donde (-4) es un punto fijo de f(x).

Asf,
f20x) = (g)2 (x+4) — 4
f3x) = (g)3 (x+4)— 4
fHe) = (3)4 (x+4)—4
f30) = (g)s (x+4)—4
y por lo tanto, M= (5)°(N+4)—4
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Para obtener el entero positivo M, N+4 debe ser un multiplo de 5°. De

este modo, el menor valor de N entero positivo es:
N = 5°—4=3121
y queda

M= 4°>—4=1020

Ejemplo 2: Sistema de ecuaciones

1) Resolver el sistema de ecuaciones:

La solucién es

(0,2),(2,0),(-1++V5 —1++5),(-1 -5, =1 -+5)

2) Generalizar el punto anterior, a un sistema de dos ecuaciones.

Discutir el problema generalizado.

Una posible generalizacion es considerar el sistema

{y=f@)
x=f)

Si x es un punto fijo de la funcion f , esto es, si

x = f(x) (1)
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Se tendra que

f20) =f(f) =x (i)

Por lo tanto, entre las raices de (ii), estan todas las raices de (i),

algunas de ellas forman un ciclo de orden dos.

3) Generalizar el sistema del ejercicio 1, a un sistema de p ecuaciones

en las variables x;,x,,..,x, ¢(Tiene tal sistema soluciones

{x1,%3, ..., x, } con p diferentes nlimeros?
Se considera, por ejemplo, el sistema

(., = @D

2772
X3 = (a_zx%)
) x, = (a—zxez.)
@)
p 2
\ X1 = (a_zx%)

En este caso, se usa la composicion f™ de la transformacion f. Asi,

este sistema se reduce a la ecuacion algebraica de grado 2P

fP(x) =x

La pregunta enunciada, puede reformularse asi ¢tiene la

transformacion £, (x) = %% orbitas periédicas de periodo p?

2
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Con ayuda del Teorema de Sarkovskii, la respuesta obtenida es la

siguiente:

*Para0 < a < 3 hay Orbitas de periodo 1.

* Cuando a > a, = 3, aparecen Orbitas de periodo 2.

e Cuando a > a, = 5, aparecen oOrbitas de periodo 4.

*Cuando a > a3 = 5,47 ... , aparecen Orbitas de periodo 8.

Es interesante obtener el wvalor limite de esta sucesion
a, = 5,6046...

e Cuando a > a., el caracter de las Orbitas tipicas cambia muy
radicalmente, f, admite no sélo 6rbitas de periodo2P. ;Qué periodos
pueden tener las orbitas de la transformacion f,?

* Por ultimo, notemos que 3 es el menor nimero de acuerdo con el
orden de Sarkovskii, lo que significa que cualquier transformacion que
tenga una Orbita de periodo 3, admitira orbitas de todos los demas

periodos, o sea, periodo 3 implica caos.
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CAPITULO 6

Conclusiones

El Teorema de Sarkovskii no da por terminada la discusion acerca de
las Grbitas periddicas de las funciones continuas. Por el contrario, ha
creado una nueva direccion para estudiar el problema. Muchos
articulos y libros han ido apareciendo. La pregunta es por qué tantos
grandes estudiosos aun no lo han descubierto como un importante
teorema. La razéon es que los analistas clasicos se concentraron en las
propiedades locales de funciones. Esencialmente, la continuidad,
diferenciabilidad e integrabilidad son determinadas por las
propiedades locales de las funciones. Aunque algunas propiedades
globales tales como la continuidad uniforme se hubieran obtenido,
éstas propiedades globales pueden derivarse simplemente de las
propiedades locales, que es a lo que estamos acostumbrados los que

estudiamos Matematica.

Un avance notable en el analisis moderno esta viendo la situacion en
su conjunto en el estudio de las funciones. En realidad, los conceptos
tales como la iteracidbn y Orbitas periddicas tienen relaciones
inseparables de las propiedades globales. Por ejemplo, f(x) puede ser
iterada en [a, b], pero no puede iterarse en cualquier subintervalo de
[a, b].
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Estudiando las propiedades globales de las funciones surge una nueva
rama de la Matematica Ilamada Analisis Global, que incluye sistemas
dinamicos diferenciables, geometria diferencial global, teoria
cualitativa de ecuaciones diferenciales, topologia diferencial, etc. Es

una de las principales direcciones de la Matematica moderna.
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