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SECCION 1 A

Introduccion

En el afio 1729 Euler introdujo la funcion Gamma con la idea de obtener

una generalizacidén del factorial de n para numeros distintos a los naturales:

al= Lim ntn®
noo (a+ 1o +2)a + 3)(a +n—1)a +n)

Estos logros de interpolacién habian superado los esfuerzos de matematicos de la
talla de Goldbach, Daniel Bernoulli e incluso de J. Stirling.

La solucién que propuso Euler lo llevo a ser el matematico del momento.

Euler comunicd esta idea en una carta dirigida a Goldbach el 13 de octubre de
1729. Su férmula define a a! para cualquier valor de o excepto los enteros
negativos (cuando el denominador de la ecuacidon anterior se convierte en cero) en
estos casos a! se toma infinito.

Historicamente se han utilizado muchas notaciones para los factoriales, Euler
escribia: [n] y Gauss: n(n).

La notacién n! universalmente utilizada en la actualidad (cuando n es un entero
positivo) fue introducida por un matematico relativamente poco conocido Cristian
Kramp, en un texto de algebra en 1808.

Cuando n no es entero , sin embargo se utiliza rara vez y en cambio, se
acostumbra la notacion de A.M. Legendre :n!=I'(n+1)=n.I'(n).

La funcién I'(a) se denomina funcion gamma y por una razén desconocida Legendre

tomo al cero como el primer polo de la funcion:

o) o 1Y+ 2o+ 3 v )

Debido a la definicién del factorial: n!=1.2.3.....n, y a la propuesta que expuso,

Euler pudo, como sugiere P.]J. Davis, haber experimentado con productos de

diversa indole, notando por ejemplo que si ne N, entonces:

@%M@”niz}[[gj”n%] ........

Es decir, el factorial de un nimero como producto infinito.



Ejemplo: sin= 4

BE= BE= R Bkl
E_%H;_»_%H:_;Hi_gHg_g} ______ _ a4

2* 1 3* 2 4% 3 5* 4 6% 5

£ . -2 T 22 > 2 = 4l
1* 5 2* 6 3* 7 4* 8 5* 9
Simplificando convenientemente:
111213146 1
11161718 1 977" o
Si se repite infinitamente resulta .
1ilz213 1411 1234111, -4

Donde deja de lado la pregunta sobre la convergencia del producto y se verifica

por cancelacion.

Luego la forma en que Euler representa la solucién anterior reescribiendo la

expresion precedente como:

1.2¢ 21—0L30c 31—0(40&
[(x]:1+a. 2+a  3+0

Probemos para a= 4

1.24 21-434 31-444 4l-4p4 pl-d4pd c1-4-4
4= ", . . . .
[] 1+4 2+4 3+4 4+4 5+4 6+4

[4]_1.24 2733% 37344 4735% 536% 637¢
56 7 8 9 10
[4]_1.242*3 37373 4% 5%73 6% 71
5 6 7 8 9 10




Luego:

=== s s s =1.2.3.4.1.1.1..... =24=4

[4]= 4

Generalizacién
Euler desarrollo la siguiente generalizacion

1.2¢ 21—a3a 31—a4a
o] -1 5= 22

[a]— 1.2% 2.2793% '33—(14(1
1+(X. 2+0( 3+a

2¢ 2 %3¢ 3-ogqo
o) - 2 2 et
(1+oc).I (2+cx)E (3+oc)§

2\ 3\* 4\"

_ (J (2) @

S (+a) (2+a) B+a)""
1 2 3

]

LA ] (3 (]
(1+(;j (1+§) [nz} [”Z]

(e (2 (o2 (o2 (1o (102 a2 o)
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SECCION 1 B

Funcion Gamma

Como ya adelantamos, Legendre introdujo un cambio en la expresidon encontrada
por Euler. Dado que en la mayoria de los casos se aplica la expresidon de Legendre,
en este trabajo nos dedicaremos al estudio de la misma.
De la expresién de Euler Legendre propuso:
12, 1\ B
(0]

F(Ot) S Eg[l-i—aj [1+Hj

De esta manera se tendra: I'(a)=[a-1]=(a-1)!

Comprobemos para a=4

o 4 4 4 4 4
1H 1 4 1 413724 35 4675
F(4):Z (l-l'ﬁj [14'5] :Z.Z e R R e S s e R N TR T T AT N 2(4—1)|

Simplificando convenientemente:

0

4 -1 4
1 N4 1. 1121311641
T =ST 1+ [1+4] L2221 3116° 1 _(4-1)!
) 4g[+nj[+n] 17116171819 (4-1)

Si continuamos:

4
T :1H(1+1j (1+4j :%.1.1.1.3.1.5.1.1.1.11 .......... _(4-1)!

413" n 1111111111

© 4 B

1 1 4 121311111
Tg==Tlt+=] [1+2] =2 22222222 . =1.23.1.1.. =6 =(4-1)!
) 4H[ nj[nj 1111111711 (4-1)
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SECCION 1C
Otra expresion de Gamma

w-dinfieiffeog)

Desarrollamos el producto hasta n:

R R Iy (=

112" 1 3¢ 2 4% 3
F(a):llm— — = — e e
nboa|l 1 a+1]2% a+2| 3% a+3

{ ! }_[(nu)% n ]
............ R I

reordenamos
o o o (04 _ (04
r()_“mlz__1 3* 2 4 3 (n) n-1 (n+1) n
nboao 1 o+l 2% a+2 3% a+3

n o+n
oo fim il 1 1 2 4% 3 n* n-1 (+1)* n
@ el as1 T as2 1 as3"" 1 a+n-1" p*  a+n
Pero
Lim 02y

Reordenando convenientemente:

r(a)lem{l t 2 3 ni-1) n}

nsolaoao+la+2 a+3 oa+n-1 o+ N

Nuevamente:

r()_“n{l 1 2 3 (n—1)-n_n°‘}

noolao+la+2a+3 a+n-1 a+n

Obtenemos otra expresion de la funcién Gamma:

[(q) = Lim ntn®
nso oo + 1) a + 2o + 3)...(a + N = 1) + )

Es la expresion lograda por Euler pero con el primer polo en cero
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SECCION 1D

Propiedad importante:

To+1) = a - T(o)

Comprobacién:

) nlnCL+1
Hert) = o )0 2o+ 3o 1 = Do+ 1)

Multiplicando numerador y denominador por o y haciendo n®*l= n¢, n

o

Ios1) = Lima dal Tt
(ar1) = 0 afo+ 1o+ 2) o + 3)(a+n-1) (a+n)

Como:

n—ow ((x + n)

Entonces:

. ol ntn®
(1) = @+ o+ 2Ma+3) @ +n—1)

Luego

F(a + 1) =a- F(OL)
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SECCION 1 E

Aproximacion al factorial de un numero aplicando productos infinitos

M) e o 2 = 3 )

Veremos ahora de que manera se puede aproximar al factorial de un nimero por

medio de la expresion anterior.
En primer lugar sabemos que

1(5) = 4= 24

Si para a=5 hacemos n=10, se tendra

(5) = 10!.10° ~ 3,63.10°.10°
~ 5.6.7.8.9.10.11.12.13.14.15 5,45.10%

Comprobamos que para un numero tan pequeiio como n=10, el error es intolerable

Veamos qué valor se obtiene para, por ejemplo, n=100

100!.100° 4,024.10°.10%°%
F(S) = 2581
5.6.7.8.9.10.11.12....105 1,702.10

N

= 23,64

Se observa en efecto una mejor aproximacion.
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SECCION 1 F

Integral Euleriana de segunda especie, la funcion Gamma
La funcidon holomorfa, definida como integral, que extiende a la sucesién de los

factoriales de los niUmeros naturales estudiada por Euler es la siguiente:

1

[n] = I[Ln%)ndy =nl

0
En la actualidad esta ecuacion es mas conocida en la forma equivalente que utilizé

Gauss, que se obtiene de la anterior mediante el siguiente cambio de variable:
1 1 n
[n] = J-(Ln—] dy
oL Y

t:Lnl:>et=l:y:e‘t

y y
derivamos

dy = —e~'dt

extremos de integracion:
y=000=et (t=w
y=111=ett=0

reemplazando

0 0
1) _ _
[n]= (Ln—] dy = 1(n) = — [ t"e tdt = | t"e dt

También fue Gauss el que utilizé el término factorial para referirse a la funcion

definida por esta integral:

r(n) = J' e ft"dt para n>-1
0

Comprobacién de ()= n!

Se tratara de probar que:
j et.t"dt = n!
0

Aplicando la integracion por partes



F u=t"du=nt"" F
je’t.t”dt = { L t} = —e’t“’g + n.I e ".t"'dt
5 dv=edt;v=-e 5

Se vuelve a aplicar la integracion por partes

{u —t"du=(n- l)t”‘zdt} R

s —nt"'e 7 +n(n-1)| e tt"dt
dv=e'dtjv=—-e" ° ‘0 'c[

Y asi sucesivamente llegamos a la expresion

J.e‘t.t”dt = (" +nt" +nn -1 .. (n- DL 4l )“‘3
0

Operando convenientemente se tiene

j e ttdt = —ef(t" +nt"t +nn - 11" 2 +...(n - 1)!.t”’(“’1))‘°0° +(~e™n! )\3
0

El primer termino tiende a cero al sustituir t por « ya que resulta de calcular limites

n

del tipo I?im % = 0,y légicamente al sustituir a t por cero, Luego quedara:

j e.t'dt = (—e'n!)[; = (-e~"n!) - (-e’nl) =0 + L.ni=n!
0

Recordando que 1(x) = (x—1)!

o0

Como conclusién: r(x) = Ie*t.txfl, gue es la expresion integral de la funcion Gamma,
0

donde I'(x) eP*—P*,x es un numero arbitrario, y t la variable de integracion.

La funcion I permite extender el concepto de producto factorial, o simplemente
factorial, a niumeros que trascienden del conjunto de los naturales, proporcionando al

mismo tiempo las herramientas para efectuar su calculo
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SECCION 1 G

Convergencia de I'(x)

r(x) = I e te*1dt
0

Se demuestra que I'(x) esta definida para todo x>0(P*), es decir, que la integral
impropia converge para valores positivos de X.

Para establecer la convergencia de esta integral impropia conviene separarla en dos
integrales asi:

1 0
r(x) = je‘t.tx‘ldt + je‘t.tx‘ldt -
0 1

Sobre el primer término de esta expresion se puede decir, que como t>0 entonces
0< e<1 y por lo tanto es posible acotarla de la siguiente manera

je-t.t“du} t*'dt
0 0

Si el segundo término converge el primero también y viceversa.

Si x>0 entonces

1
x—1d —
! t-1dt

1 X

Limjt“dt _Lim&
baOb b—»0 X

o [1 bXJ 1
=Lim=--—|==
b b0l X X X

Puesto que 0*=0, para x>0, entonces
1

1
jt"‘ldt = converge .. .[e*t.t“dt converge.
0 0

Si x =0 entonces

o0

o0 o0 o0 1
g feetge fLloooo FLo L B ~
itx dt_E[t dt_itdt_Ib_l_)ngitdt_IELnaLnt{b_le(Ln(l) Ln(b)) =

b—0
Lim(e0 - Lnb): o
b—0

1 1
Pues Ln 0=-«, entonces si x= 0, .[tx‘ldt = diverge .. _[e’t.tx’ldt diverge
0 0
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Si x<0 entonces x-1<0, se tendra

; e e T ;
J't"‘ldt == COMO X<0 —| = == _>=-— entonces si x<0 J.tx’ldt , diverge
0 o Xlg xt7™p x 0 0

1
Ie_t.tx_ldt converge si x>0
0

Para estudiar la convergencia de la segunda parte de la integral se consideran 2
Casos:

Primer caso, x < 11 x-1 <0 por lo tanto

Te‘t.tx‘ldt = Te‘t.tlixdt =
1 1

Como el intervalo de integracion es [1,0) entonces t > 1, pero como la f(t)=t'* es

creciente pues su derivada f'(t)= (1-x)t* > 0 entonces t'>*>1 . ! <4 por lo tanto

-X

la integral se puede acotar de la siguiente manera aplicando el criterio de

comparacion:

o) b
—t b
e luego Je’tdt = lIj_im e tdt =— Lime’t‘1 = - Lim(eb - lj 1
e

—0 b—w b—w e
1 1

Ie_t. 1 d=<
tlfx
1

g

De esta manera para 0 < x < 1 las dos partes de la integral convergen y asi la
integral

je‘t.tx‘ldt converge.
1

Segundo caso x>1
.[e_txx_ldt

1
Sea a =[x], la parte entera de x:

Se aplica la integracion por partes



J.u-dv:u-v—fv-du

u=t"1 = du=(x-1)-t*2dt

dv=eldt=v=_et

o b b
je‘ttx‘ldt = Lim[e 't 1dt = Lim[— et -tx‘lﬁ +(x - 1)]’ e 't*2dt
b—ow b—o
1 1 1
x-1
Lim[—e‘t'tx‘lf :—Limb e
b—ow b—ow eb e
x-1
—Lim b =

b—wo eb 0

Entonces aplicamos la regla de L’hopital a veces

—Lim bx—l — Lim (X — 1)(X - 2). ...... (X — (a _ 1))(X _ OL) . bX—(a+1)
b—wx e b—w eb

b~ o b pDla] .
Por lo tanto:
x-1
Lim[—e‘t-tx‘lfz—umb N
b—ow b—oo eb e e e
Se tendra:
0 1 b
je‘t.tx‘ldt ==+ (x-1)Lim[e %t 2dt
1 e b—w
Integrando o veces se obtiene:
je‘ttx‘ldt -
0
é[1+(x—1)+(x—l)(x—2)+(x—1)(x—2)+.... +(x —1)x = 2. (x = (@ - 1))+
b

+(x=1)x = 2).(x - oc)é_i)rgje_ttx_(“l)dt
1

12



Pero [x-(a+1)]<0

Entonces:

b b _t
Lim e_ttx_(OH—l)dt:Lim %dt

b—w b ¢
1 1

aplicando el criterio de comparacion:

o0 e_t 0 "
.[ EparEy dtl.fe dt
1t 1
Pero
: b 1) 1
Lim[etdt = - Lime’t‘ =- Lim[eb - —j ==
e

b—o 1 b—o 1 b—w

Entonces:

o0

Ie‘tdt es convergente, por lo tanto si x>1
1

o0

Ie’t.tx’ldt es convergente
1

Conclusién: para x>0 la integral impropia

(x)= J' et 1dt
0

Es convergente
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SECCION 1 H
Calculo del factorial de un nimero aplicando la integral

Como punto de partida calcularemos la funcién Gamma del nimero 1:
r(n) = j e tt"dt
0
rQ) = j e'dt=-e';=-e"+1=1
0

Es posible establecer, como veremos a continuaciéon, una féormula de recurrencia que
permite calcular la funcion I ( n + 1 ) a partir del conocimiento de ' ( n ). En efecto,

reemplazando el nimeron porn + 1 enlal ( n), podemos escribir:

r(n+1) = j e t.t"dt
0

Aplicamos la integracion por partes, es decir, aplicando la férmula:

Iu.dv =uVv — Ivdu

A dicho fin, llamemos:

-1
U=t . du=nt dt

y dv = e_tdt RAVAES —e_t

Entonces

r(n+1)= J.e‘t.t”dt = t”e‘t“S + nj e tt"1dt = 0 + nI(n)
0 0
Si aplicamos este resultado en forma reiterada a partir de esta expresion, estaremos

en condiciones de calcular el valor de I ( n ) para cualquier nimero natural n:

En efecto:
r(2)=1.1r(1)=1!
r(3)=2.r(2)=2.1=2!
r(4)=3.1r(3)=3.2.1=6=3!
rn)y=(n-1).r(n-1)=(n-1).....3.2.1=(n-1)!
rn+1)=n.r(n)=n.(n-1).....3.2.1=nl



15
SECCION 11

Extension del concepto de la funcion Gamma para neR*n

La funcion Gamma, como el factorial de un ndmero, son en ultima instancia el producto
de sucesiones de numeros. Sin embargo, solamente son comparables entre si cuando
se trata del factorial de un niumero entero positivo.
Ejemplo: Si por algun procedimiento adecuado podemos llegar a determinar la funcién
I'(1,5) también podremos calcular en forma directa, las sucesivas funciones gamma cuyo
argumento difiere del de la anterior en una unidad:
I'(25)=15.T (15)
I'(35)=25.T(25)=25.15.T (1,5)
etc., y también:
I (0,5)=-05.T (-0,5)

Veremos, a titulo de ejemplo, el célculo de la funcién I (0,5). Aplicando la definicion:

r(n) = j e tt"dt
0
1(0,5) = j ettt
0
1(0,5) = j e t.t 05t
0

r(0,5) = j e t.t05dt
0
Introduzcamos el cambio de variables:

t=x2 dt = 2x dx

r(0,5) = Te‘xz X '2xdx = ZT e dx
0 0

A continuacién, elevemos ambos miembros de esta igualdad al cuadrado.

Obtendremos

r2(0,5) = 4(? exzdeU exzde

Como el resultado de la integral definida es independiente de la variable de
integracion utilizada, podemos cambiar el nombre de la misma en la segunda
integral, con lo que obtenemos

r2(0,5) = 4(? exzdeU eyzdyJ

0
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X y

r’(0,5) = 4| lim e’xzdx.lyim e dy
0

Esto permite agrupar ambas integrales, asi:

XY
r2(0,5) = 4lim Ije’(xz*yz)dxdy
y—xo 0 0

Trataremos ahora de trasladar esta integral doble a un sistema de coordenadas
polares. En la figura siguiente, consideremos un punto de coordenadas cartesianas x e
y. Llamemos p a la distancia del punto al origen de coordenadas. Evidentemente, las

coordenadas polares de dicho punto son p y 6.

y A

\%ﬁ

Ay
AX
O\,
0 » X

p

v

Notemos que la integral doble o integral de superficie anterior esta circunscripta a
la regién del plano delimitada por las rectas

Osx<ooy0=<y<o

es decir, al primer cuadrante. Por lo tanto, en coordenadas polares, los limites de
integracion son, respectivamente,

Para p, 0 e @

ypara8, 0y r/2

En el grafico anterior se advierte que si introducimos un incremento Ap del radio p, el
producto de los incrementos correspondientes Ax y Ay , sobre los ejes x e y
respectivamente, es igual al area A del rectangulo rayado. En efecto:

A =Ax . Ay
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En el limite, si consideramos un incremento diferencial dp, el area elemental del
rectangulo correspondiente es precisamente el producto de las diferenciales en x e y:
dA =d x . dy

Pasaremos ahora a expresar la integral doble en coordenadas polares. Ya vimos cémo

se modifican los limites de integracién. Por su parte, las variable "x" e "y" pasaran a

ser, respectivamente:

X=pcosBOey=psenOY portanto, x2+ y2= pz( cosze + senze ) = p2
El incremento Ap en el radio p implica que el rectangulo elemental se ha transformado
en un trapecio curvilineo limitado por las prolongaciones de los radios y por dos arcos
elementales, cuya longitud AA promedio es igual al radio por la longitud del arco, es
decir:

AN = p AO

como puede verse en la figura siguiente:

El area del trapecio elemental es ahora
dA=p.do.dp

XYy
Reemplazando en la T?(0,5) = 4lim He‘("2+yz’dxdy los valores obtenidos hasta aqui,

X—>0
y—wo 0 0

obtenemos la funcién I expresada en coordenadas polares:

do

O‘..N\T-l
O‘..N\T-l

r%(0,5) = 4 j e pdodp = 4 j e pdp
0 0
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Si llamamos

u= —le ?
2
la diferencial correspondiente es:
du = pe"pzdp

Al introducir este resultado en la ecuacién (1.5), la misma se puede calcular en forma

directa procediendo asi:

do

O e N | B
ot— N

r’(0,5) = 4] e pdp[de = —4j d[l ej
0 0 2

Efectuando operaciones:

r%(0,5) = -2 =7

§.5|=2.
0

N3

Es decir:

r (0,5) = Jn

A partir de tal conclusién, podemos definir los valores de la funcién gamma para todos
los niumeros fraccionarios que difieren de 0,5 en un nimero entero cualquiera. Por
ejemplo:

'(1,5) = 0,5.I(1,5) = 0,5./n

r(2,5) = 1,5.0(1,5) = 1,5.0,5.4/x = 0,75vx
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Grafico de la funcion Gamma para neR*

19
SECCION 1J

35 40
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SECCION 1 K
Extension de La Funcion Gamma a los P-

En caso de la funcién gamma de numeros fraccionarios negativos, es posible calcular
su valor a partir de la expresion

I(n+1) = nr(n) = r(n) = 10+ 1)

Ejemplos:
r(o,5)
r-05)=—-—"+=-2
(-05) = —5s Vr
r(-0,5) 2 4
r-15=—=-"=-2|-= = —
(15 =2 -2 (-2 - S
Etc.

Existen tablas calculadas para otros valores entre 0 y 1.A partir de las mismas se
puede obtener el valor de I' para cualquier valor fraccionario que difiera de aquellos en
una unidad o un numero entero de unidades, como hemos hecho hasta aqui. Lo que
equivale a decir que es posible calcular ' para cualquier nUmero real, con excepcion de
cero y de los nUmeros enteros negativos, para los cuales no existe la funcion gamma,

como se vera en a continuacion.

Aplicando también la férmula

r'(n+1)=nr(n) = r(n) = @

para el calculo de la funcién I ( 0 ), encontramos que la misma no existe, pues implica
una division por cero. Igualmente, por reiteracion, podemos verificar que tampoco

existe la funcion Gamma de cualquier nUmero entero negativo.
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Reiterando:

r-1y = X0 _ =

-1 -1

-1 -o
(=2) -2 -2
etc.

En general, si n es un numero entero positivo, entonces

I'(—n) =

Ya hemos visto que, por el contrario, la funcion Gamma si existe para numeros
negativos fraccionarios.

Podemos extraer como conclusién que la funcion gamma es continua para todo n

excepto en los puntos (Polos de la funcion): n=0, - 1, - 2, - 3, etc.
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SECCION 1 L

Grafico de la funcion gamma entre Oy 1

El grafico siguiente muestra la curva para los nimeros reales positivos comprendidos
entre 0 y 1, tomados cada dos centésimas. Pero el método es extensible a cualquier
otro caso
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SECCION 1 M

Grafico de la funcién Gamma para ne{P-z"}

El grafico siguiente muestra las curvas determinada por I'(x) para los numeros reales
comprendidos entre

-4 y 4, tomados cada dos centésimas. Se distinguen claramente los polos en los
enteros negativos y cero.
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SECCION 1 N

Ampliacion de la funciéon gamma al plano complejo

En esta parte ampliaremos su aplicacion en el plano complejo. Para ello
definiremos esta funcién en términos de producto infinito del tipo que aparece en

el teorema de Weierstrass

Teorema de Weierstrass

Sea {ai, az, as,.....} una sucesidon (puede ser también un conjunto finito) de
numeros complejos distintos de cero y tales que
S |

2
k=1 |ak|

(oo

Si g(z) es una funcion entera (es decir analitica en todo el plano complejo) y

/un numero natural, la funcién f;) definida como

Z

f(z) = eg(z)zeﬁ(l + i}e_ak (1)
k=1

ak

es entera. El producto converge uniformemente en discos cerrados, tiene ceros en
ai, a2, as,... Y tiene un cero de orden ¢en z=0, pero no posee ningun otro cero.
Reciprocamente, cualquier funcién entera f(;) con las propiedades citadas puede
ser escrita de la forma (1).

Los numeros {ak} pueden aparecer repetidos un numero finito de veces para dar

cuenta de la existencia de ceros multiples.

La funcién gamma I'(z)




RS Py ey P o Py

Se propone reemplazar a o por z, es decir ampliar al conjunto de nimeros

complejos, se tendra:

) e 2k 3

Luego:

11 1
In(n) Z(In(n)—(1+5+§+..+ﬁ)j z_(1+l+l+__+l)
n? = e* =e e 2 3 n

Luego hacemos:

1 1
=1l+=—+...+=-In(n
Tn > n (n)

N—>o0

Y = Iim[1+l+... +1—In(n)j
2 n

Esta ultima es la llamada constante de Euler-Mascheroni

Se puede escribir:

z (1+l+l+ +l)
nZ = ez.In(n) —e e 2 3 n

Entonces:
nkn? nZ
I(z)=Lim = Lim -
n—ow Z(Z + 1)(2 + 2)(2 + 3)....(2 + n) n—ow Z(Z N 1)(2 N 2)(2 N 3)""(2 N n)l
n!
n* n®
Lim =Lim
>0 z(z+1)(z+2)(z+3)”" (z+n) % 41 4 2 22102 (1.2
1 2 3 n 2 3 n
11 1
5 z.(l+=+=+..+— ,
Reemplazando n?por e “'r.e 2 3 N se tendra:
1 1
Z.(1+=+ =+ =
-Zy, n
r(z)=Lim SRS
"1+ z)(1 + Zj£1 " Z].. (1 Zj
2 3 n
z Z z z z
PR Z a2 @3 n
r(z)=Lime™ < —Lime =2 © ©
noe z(1+z)£1+j£1+z}..£1 Zj n->e 214z 9,2 9,2 1,2
3 n 3 n

25
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”{H e-i(1+§)]'

Donde g(z)=zy ,siendo v = Iim{1+%+m+%—ln(n)}=O,5772...

N— o

es una funcion entera, por lo tanto de acuerdo al teorema de Weierstrass
se deduce que I'(z) se trata de una funcion analitica en todo el plano complejo
salvo en ze{0,-1,-2,.....}, puntos en el que presenta polos simples: es por lo tanto

una funcién meromorfa (analitica salvo en los puntos en los que posee polos)

SECCION 10

Equivalencia entre la definicion de Weierstrass y la dada por Euler

Desarrollando

I'(z) = {z eYzﬁ 1+ EJe_;}

k=1

1 i —(1+l+l+~-+l—ln(n))z n z _z
—— =z7e"G(z) = zlimle* 23 " IimH(1+—]e K
'(z) n—o w4 4 k

1 i i - 1+l+l+~~+%—ln(n) z . n oz
ﬁzz!ﬂ‘l_e( - W[L@;H(naeﬂ
Lo, ”m_e[1+%+§+ += In(n)jze—[1+%+%+. +% jz n (1 . Ej]

2 Lk
1 zlim e[[1+7+7+ +7H1+2+5+ +7j7|n(n)Jz : (1 + E]

(2) ”_’w_ = Kk

1 2 k+1) o yi
—— =zlim 1+-—
F(Z) n—ow = k K1 k

1 C(n+1) @ 1)” v
—— =zIlim 1+=| |[1+=
r(z) rm\ n )3 k k
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L:z - (1+ljz(l+5]
r'(z) 1 k k

Y llegamos a lo que pretendiamos demostrar

o-fre il T e )]

SECCION 1P
La funcion Beta o Integral de primera especie

Esta funcién se define de la siguiente manera
1
B(X,Y) =It“(1—t)y’ldt ,donde xeP* e yePt
0

Es una funcidon simétrica o sea B(x,y) = B(Y, X)

Demostracion:

1
Aplicamos un cambio de variables en B(x,y) =J'tx’1(1—t)y’ldt

l1-t=u=-dt=du
t=0=u=1
t=1=u=0

0
I (1—u) " du) = [u DA - u) du = By, x)
1

O'*-.I—‘
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SECCION1Q
Formula de recurrencia

r(xX)r(y
B(XI y) — M
r'(X+Y)
Al igual que en la funcion Gamma, para calcular la funcion Beta se emplea una
féormula de recurrencia. Si aplicamos la integracion por partes en la funcion Beta se

tendra:

u=@1-t)" =du=(y-1)1-t) dt
t* =

1
B(x,y)= [t (-t)dt
! dv=t'dt = v = [tdt= =

ot
-ty —
a0t

0

Y etyae =YDy

Aplicando la formula de recurrencia se tendra:

(y 1)y -2)...3.2.1

X, = - B(X _ 1,1
Fxy) X(X +1)x +2)..(x +y - 2) pOc+y )
1 t*|: 1 1
Y como B(x1) = Itx‘ldt =—, =% entonces B(x +y—1,1) = o
0 Y

Luego
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 (y-1y-2)..3.2.1
Bl y) = X(X +1)(X +2)...(x +y-2

)'B(X+y_1/1)=

~ (y-1)fy-2)..3.2.1 1 ~
B(X'Y)_x(x+1)(x+2)...(x+y—2) (x+y-1)

_ I'(y) I(x) _
Rlxsy) = XX +1)x +2)(x+y-1) T(x)

_ I(X)r(y)
Bx,y) = oOX 1Y)

En esta ecuacion se ve claramente la intima relacidon de la funcion Beta con la

funcion Gamma

SECCION I R

Convergencia de la funcidn beta

1-

B(X,Y) = jtx‘1(1—t)y‘1dt es convergente para x >0 e y>0
o

Esta integral se puede expresar de la siguiente manera:

1
1 E 1-
BOGY) = [ -t Tde= [et -t dt+ [N - 1)t
0" 0" l
2

dt
tl*X

<o Si 1-x<x10x>0

q'—;N\H

Yoo dt
<o Si 1-y<10vy>0
i e
2
1—
Por lo expuesto B(x,y) = jtx‘1(1—t)y‘1dt es convergente para x >0 e y>0
o
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SECCION 1S

Expresion trigonométrica de la funcion Beta

1
Partiendo de B(x,y) =It“(1—t)“dt y aplicando el siguiente cambio de variables
0

t = sen’p = dt = 2seng cos pde
1

t =0 = ¢ = arcsent? = arcosen0 = 0} se obtiene
1

t=1= ¢ =arcsent? = arcosenl = g

B(x,y) = [ (sen’o) (1 - sen?o) " 2sene cos pde =

O )N |3

Luego

g

2
B(x,y) = [ (sen”p.cos™* g)do =
0

Que es la expresion trigonométrica de la funcion Beta.
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SECCIONIT

La funcion Beta con limite infinito

1
Si a la funcion B(x,y) =J'tx*1(1—t)y’ldt se |le hace el siguiente cambio de variables

b= Y gopogo Y trusu 1 g 1 gy
1+u 1+u  1+u  1l+u 1+u

L i totsu= bty togo ittt
1+u 1+t 1-t 1-t 1-t
t-0=u=-—t_-0

1-t
t=1ou=— t =l=oo

1-t O

Se obtiene

x-1

B u

- ) . ]
'([ L+ u) (1+ U) 1 +uy du .([ L+ uf v du

B(X, y)—jt“l y) " dt

Luego

x-1

B(x,y) = J.(ll_:wdu

Que representa la funcién Beta con limite infinito
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SECCION 1 U

Grafico de la funcion Beta

20 -,

15
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SECCION 1V
Aplicacion de las ecuaciones Eulerianas

Momento de una superficie respecto de los ejes de coordenadas:
Consideremos el dominio, D, definido por el sistema de ecuaciones:
x>0
y=0

x+y=<l

que esta representado por el tridngulo rayado en la figura siguiente:
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X+Y=1

-

v

Se trata de calcular el momento de un cierto orden (En este caso, Py Q) de la
superficie de un dominio D, respecto de los ejes x e y. Dicho momento esta definido
por la ecuacion

1 y=1-x

M = ”DXP.Yde.dy - IXP.dx IYQ.dy
0 0

Resolviendo la segunda de estas integrales, encontramos

Q+1

-1—
M= j ID XP.YQdx.dy = }xp.dx{YQ+1 jy '
0 0

1

_ 1 P4 yv\Q+1
M_—Q+1IX(1 xR tdx (1)

0

Si recordamos la funcién Beta, o Euleriana de primera especie
1

B(o, B) = J't‘H(1 —tf*tdx
0
al aplicarla en este caso podemos hacer:

o-1=P=a=P+1

B-1=Q+1=pB=Q+2

Obtendremos:
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1

M:—Q+1B(P+1'Q+2)

Y de acuerdo a la relacion entre B y I' entre si :

podemos expresar M como:

1 TP+1)rQ+2)
Q+1 F(P+Q+3)

1
MzﬁB(P+1,Q+2)=

Recordando la relacién que existe entre dos funciones I' cuyos argumentos son
correlativos:

r(Q+2)=Q+1.Tr@Q+1)

si reemplazamos y simplificamos Q+1 en numerador y denominador, encontramos
finalmente que el momento de la superficie rayada respecto de los ejes se puede
expresar mediante la férmula siguiente:

TP+ 1)r(Q+1)
M= F(P+Q+3) (2)

SECCION 1 W
Integral o Ecuacion de Dirichlet:

En este apartado vamos a referirnos a una ecuacion estrechamente relacionada con
la anterior, y que se conoce como Integral de Dirichlet.

Consideremos un recinto R definido por las ecuaciones: {y >0
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b

a

Esta ecuacion tiene como representacion en el plano un sector ubicado en el primer
cuadrante, como se ve en la figura adjunta.

En funcion de los valores de a, A, b y B, dicho sector puede ser un cuarto de elipse
,cuyo caso, A = B = 2. , un cuarto de circulo, etc. e incluso puede, eventualmente,
englobar al tridangulo del caso anterior.

En todos los casos se verifica que si

Xx=0,entonces0 <y =<b
ysiy=0,entonces0 <x <a

Por su parte, la ecuacién de la curva limite superior del recinto es:

A

-]

a

(2) =

Calcularemos, como en el caso anterior, el momento de la superficie R respecto de los
ejesx ey:

M = ,“ x". y%dx.dy
R

En primer término expresaremos la variable "y" en funcidon de "x". Para ello,
despejamos "y"

La integral de superficie que aparece en la ecuacidn puede expresarse ahora como
una integral doble, cuyos limites son:

Para la primera integral, a lo largo del eje x (Véase la figura del recinto), "0" y "a".
Y para la segunda, "0" y la curva limite, cuya ecuacién estd dada por la anterior, es
decir:


file:///C:/Windows/Temp/8%20-%20Ecuación%20de%20Dirichlet1.pdf%20aplic%20de%20gamma%20y%20beta.pdf
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. s ()
M=,” X .V clx.cl:-,?=,[ Xx dx j
R 0 0

Para simplificar, vamos a llamar "v" al término encerrado entre llaves

y%dy

a
1/B
yv=>b.v
. B
v ()
b

Haremos, también:

A
1 =[i] L 1':1_11‘ }r 11+T=]
a
De aqui:
x =a.u'™ dx =_ 2 aW-1qy =3 A1 oAy
A
Soba® s dy = D Omglp i GBEg,
B

Ya vimos que si y = 0, entonces x = a. Ademas, a partir de las ecuaciones anteriores
se verifica que si
X = a. u = 1.

En estas condiciones, la integral doble puede expresarse asi:

1 1-u

M = ,” = J. afufa. Al &2y J. bev L. B . vEB/BYy
R 0 0

Operando en estas integrales, se pueden simplificar como sigue:
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1 1-u

M = J‘I = a2t p¥tal B! i plEFDIAL-L g4 I y[@QDIBI-1 g4
E 0 0

Obsérvese la semejanza de esta ecuacion con la (1) con la salvedad que, en este caso,
los exponentes en los integrandos, en lugar de P y Q son, respectivamente:

P+1 Q + 1
A B

Esto nos autoriza a aplicar el mismo resultado (2) que obtuvimos en la seccion
anterior. Que, con la modificacion indicada aqui arriba resulta:

P+1 + 1
P+1 Q+1 1_[ } r [Q }
a’ b A B

R AB 1 1
F[P L, Q-1 +1}
A B

=
—
Il
F—
I

La ecuacién de Dirichlet puede generalizarse para el caso de tres variables, en cuyo
caso, para el dominio eliptico en el espacio de tres dimensiones es

A

(2] ()7 (2

a b

y cuyo momento respecto de los ejes viene expresado por la ecuacion:

M = j” XP.}’Q.ER.d}{.d}’.dZ
V

se obtiene



M

JIf ==

P o+
1—P]

P+1 +1 R+l
. bq C b A

) '35

)7

R+ 17

c
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ABC

A B

Volumen de una esfera:

,-""_ " ™y
r(P+1 . Q+1 , R+1

+ 1

SECCION 1 X

Como aplicacion, la ecuacién de Dirichlet puede emplearse para calcular el area o el
volumen de ciertas figuras o cuerpos geométricos.
Sea que, por ejemplo, queremos calcular el volumen de una esfera. Para esto,
partimos del volumen correspondiente a un octante, y luego lo multiplicamos por 8:
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Para calcular el volumen, debemos hacerP=Q =R =0
La ecuacién del octante de esferoide responde a la ecuacion:

El volumen del octante de esferoide esta dado por la ecuacién de volumen (integral
triple) siguiente:

T FI_J r [LJ r[_lJ
Vo= |”. Xxvyz dg dy dz = & - A B ¢

\Y% ABCc (1 . 1 1 _,

Si queremos calcular el volumen de la esfera, puesto que la ecuacion de ésta es:
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se han de cumplir ademas las relaciones siguientes:
a=b=c=r

yA=B=C=2

Finalmente, el volumen Ve de la esfera sera:

Ve =8V

Reemplazando valores, obtenemos:

r( 1)’
r 2 3 g o

T R
2° T[i+1} 3T _’]
2 2 2
Ve = 20° N 7° =in13
3V 3
2

SECCION T A
Origen de la Funcién z de Riemann

La historia de ésta funcién comenzd, probablemente, con Nicole Oresme (1323-

1382), quien demostré por vez primera que la serie armonica:

1+ -+ =+, .
2 3
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Es divergente. Es decir la serie:

>
n=1n
Diverge.

La demostracion que realizd Oresme es sencilla:

=1 [1} {1 1} [1 11 1} [1} [1 1} [1 11 1}
Z—:1+ et L el e ieis e el B I I I B e [ I e e SRl I SO
N 2 3 4 5 6 7 8 2 4 4 8 8 8 8

1+1+1...
2 2

Esta serie diverge porque no existe una cota superior para las sumas parciales.

La suma de los dos primeros términos es 1,5. La suma de los dos términos
siguientes es 1/3+1/4, la cual es mayor que 1/4+1/4=1/2. La suma de los cuatro
términos siguientes, 1/5+1/6+1/7+1/8, es mayor que 1/8+1/8+1/8+1/8=1/2; y
asi sucesivamente. En general la suma de 2" términos que terminan con 1/(2)"*! es
mayor que 2"/2"*1=1/2. La sucesién de sumas parciales no esta acotada
superiormente. Si n=2k, la suma parcial Sn es mayor que k/2. La serie armonica
diverge.

En 1650, Pietro Mengoli planted el problema de evaluar la serie:

1 1 1 1 1
+2—2+3—2+?+5_2 --------

El caracter de esta serie se evalua aplicando el criterio de Rabee:

Sea ) a,una serie de términos positivos. Si existe Izlim[n[l— Gn Hy Il > 1,
an—1

entonces ) a,converge, si | >1, entonces ) a,diverge. (si | =1 nada puede

asegurarse)

. o . . 1 .
Luego, aplicando el criterio de Raabe a la serie 2—2, se tiene:
n

1

| =lim| n 1—”12 =||'mH1—(”_1)2H=|im[n(1—wﬂznm Gl JPIEN

n? n
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SECCION 11 B

Euler v la Funcion Z de Riemann

El problema de Basilea

, 1
El problema era, entonces, hallar el valor al cual la serie)’ = converge.
n

Esta cuestidon fue atacada Sin éxito por John Wallis, Gottfried Von Leibnitz, y Jacob

Bernoulli. En su “Tractatus de seriebus infinitis”, publicado en1689 en Basilea,
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Jacob escribid:” si alguien encuentra y nos comunica eso que hasta ahora eludié

nuestros esfuerzos, grande sera nuestra gratitud”. A partir de entonces se conocié
como “el problema de Basilea” y fue Johan Bernoulli, hermano menor de Jacob y en
ese entonces mentor de Euler, quien seguramente le sugirié investigar la
evaluacién de la suma. Después de calcular el valor de la suma con veinte

decimales correctos:

1+ 1 + 1.1 + 1 =1,6449340668 22643647

22 32 + ? 52 ........
Euler reporté en 1735 que habia encontrado la elegante e inesperada formula:

2
1+i+i 1 LI T

+—+ =
2?2 3% 4 5 6

Para Euler era bien conocida la expansion en serie de Taylor de la funcion seno:

3 X5 X7
SeNX = X — — 4+ — — —+.......
3 5 7
Dividiendo por x se tiene:
senx _, x* x* x°
e 3 e T T

Euler sabia que si pxxy= es un polinomio de grado n con raices distintas de cero ai,

a2, a3..on Y tal que poy=1, entonces se puede escribir:
p(x) = [1 - ij[l - ij(1 - iJ ..... [1 - i}
Oy 12%) O3 G

Ahora bien, las raices (ceros) de senx/x se encuentran precisamente en x=n.r,
donde n=+1+2+3.....

La genial idea de Euler fue pensar que lo que era valido par un polinomio ordinario
permaneceria valido para un “polinomio infinito” . Entonces se puede expresar esta
serie infinita como productos de factores lineales dadas las raices, de la misma

forma que hacemos con los polinomios finitos:

i G S S B o S G S S S

Si se efectla ese producto y se agrupan todos los términos en x? se tiene.

SeNX_ 4 - l+L+L X2 +
X Ttoratgr g e
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Igualando:

) x> x* x® 1 1 1 2
- 4 ....=1- —2+ﬁ+ﬁ...x + ...
! ! T 2°mn 3°n

Ahora solamente se tiene que igualar los coeficientes de x? para tener la igualdad:

i1, .1
3T 2 +22+32...

Y elegantemente concluir que:

1+i+i —ﬁ
227327 6

El problema de Basilea se habia resuelto.

SECCION 11 C

Suma de los inversos de los nimeros primos

El espectacular triunfo en la solucion del problema de Basilea motivd, seguramente
a Euler a considerar las series convergentes de la familia de finidas:

1 1 1 1

Zn—k=1+2—k+3—k+4—k+5ik..., para ke (N-1),. de la cual el problema de Basilea es

sOlo un caso especial. En 1748 Euler ya conocia los valores para K= 2,4.....26, por

ejemplo, habia encontrado:
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1+i i+i+i...=i y 1+i+i+i+i...=i
2 3% 4* 5° 90 26 3% 4% 5° 245
En 1737 Euler descubrié una demostracion alternativa de la infinitud de los
numeros primos, introduciendo una innovadora idea que ademas de permitirle
establecer la divergencia de la serie:

1 111 1 , , . ,
2 3 E 7+ﬁ ..de lo reciprocos de lo numeros primos, sentd las bases que

constituyeron el punto de partida de desarrollos que condujeron a la demostracién

I\\

de el “Teorema de los numeros primos”.
El razonamiento es el siguiente: Supongamos que la lista de los numeros primos es

pi,p2.... pn. Ya que todo entero positivo n se puede escribir de manera Unica como

o

producto de niumeros primos, digamos n = p;*p5°....p;" entonces

1 11 1
n p?l pczlz pgn
Recordando:

Si [zl1 entonces 1i=1+z+z2 F 2254
-z

Haciendo z = p;“, en vista quel/pi<1,para todo neN se tendra:

Aclaracion: Aqui el producto es sobre todos los niumeros primos. De ahora en
adelante, sin que se diga lo contrario, la suma o producto sobre el conjunto de
todos los nimeros primos se representa con una p bajo la sumatoria o el

productoria.

Eallls ) I

p p p 1_p71

Euler razon6 de la siguiente manera. Tomd logaritmos en ambos miembros de la
igualdad, y utilizando las propiedades de la series geométricas y sabiendo que el

desarrollo en serie de Taylor de log(1-x) es:
Xn
log(1-x) = —Z? si |x|<1 ,xeR

Continuo:

Iog(nil %] - Iog(l} . _1p_1] - Epj Iog(l _1 _1] =Y -loglt-p)

p
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(ol sl -(z3) (zw)

Para una constante C<1. Puesto que la suma de los reciprocos de los primeros n

numeros enteros positivos es asintdtica a log(n), se tiene :

Z% ~ log(n) si N—w

n=1

Que sustituyendo en la ultima igualdad y despreciando el valor de C cuando n se
acerca a infinito, Euler llegd a la conclusion de que:

Z% ~ Iog(ill Si N—o

p<n n=1 n

1,111 . loglog(«c) — =
2 3 5 1177
De esta manera Euler concluyd que la suma de los inversos de los nimeros primos

es infinita.

Otra idea para establecer la divergencia de la serie de los reciprocos de los nimeros

primos consistidé en considerar la serie:

1 . . .
—; reemplazando la variable entera k por la variable s perteneciente R>1 y en

4
nS

descubrir la identidad fundamental:

> -1

pprimo

1
1-p

-S

Para comprender esta igualdad comenzamos, como en el caso anterior,
considerando la siguiente serie geométrica:

1
1-2z

S= , derazén zy a=1

Si |Z|(1 entonces 1L=1+z+z2 b+ 2
-z
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Haciendo z =p~°, como p~°<1, se tendra

=14+pS+p T+ +p ...

1-p°
Si multiplicamos esta expresion sobre todos los primos y aplicamos formalmente la

propiedad distributiva tenderemos:

M-t = [Thepeep®enip®..)

pprimol - p pprimo

Y por el teorema fundamental de la aritmética, cada entero n>1 se escribe de

manera uUnica como producto de potencias de primos distintos:

I 1 — = 1_[(1+p’s+p’25+....+p’ks +....): in’s
n=1

pprimol - p pprimo

Es decir para sefR/s>1: Zn*S admite la siguiente representacién en productos

infimitos:

1
1-p

-S

Pprimo
Para efectuar la prueba de la proposicion anterior de forma rigurosa, procedemos
del siguiente modo:
Para cualquier N finito,

1

11 S:1_[(1+p‘s+p‘25+....+p"‘s+....): in‘s

p<N 1- p7 p<N neAy

Por tratarse del producto de infinitas series absolutamente convergentes, donde la
ultima suma se extiende sobre aquellos enteros cuyos factores son todos menores

o iguales que N:

AN = {n — H pep(con:eDZO)}

p<N
Entonces
PIERERE WD J
p<N 1- P n-1 N n)N n
Con o=Re(s).
Pero como la serie
ii
n=1 nG

converge, podemos hacer que
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1 - 1

2 -2

-s
p<N 1- p n=1 n

(g

Con tal de elegir N>No(¢). (aclaremos que un producto infinito se interpreta como el
limite de los productos parciales, del mismo modo que una serie es el limite de
sumas parciales.)

Euler utilizd esta formula para dar una demostracion analitica de la existencia de

infinitos primos. Para eso observé que:
= +o (SeR)

En efecto para cada N,

1 w1l 1
Szlim > <=3~

n solrpnn” i

o0
lim >’
n=1

s—1+

Como la serie armodnica diverge, haciendo N—x, se confirma la anteultima igualdad.

Euler observd entonces que la igualdad:

St =

n=1 pprimol_ p

-s
implica que existen infinitos primos, puesto que si sélo existieran finitos primos el

lim zls deberia ser finito.
N

1+
S— n=

SECCION 11 D

Funcion z de Riemann

El siguiente avance importante lo realizd Bernhard Riemann (1826-1866) en
1859.En su famosa memoria de ocho paginas tituladas Uber die anzahal der

primzahlen unter einer gegeben Grésse, Riemann introdujo la idea de
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reemplazar en ) 'n”la variable real s por la variable compleja s=0 +it>1, e

n=1
investigar la funcién resultante, asi como también la férmula correspondiente a

1 ,
———, de Euler, con los metodos de la

la identidad fundamental , in*:H
n=1

pprimo

teoria de funciones analiticas.

No obstante que la serie Zn*s es convergente si s>1/seR, Riemann ided una

n=1
forma de extender esta funcion a todo el plano complejo, obteniendo una
funcién analitica a todo punto excepto en s=1, en donde tiene un polo. A esta
funcién se la conoce actualmente por el nombre, dado por Gauss, funcidén zeta

de Riemann y se denota {(s), notacion introducida por su autor.

SECCION 11 E

Estudio de la funcion z de Riemann

A) La funcién ¢ (s)=>.n"* converge absolutamente si a>1, siendo a la parte real

n=1
de numero complejo s, de modo que se observa que ¢(s)es analitica en la region

A={s:Re(s)>1}
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Sea f(x) definida para x>0 una funcidon nunca creciente, entonces se tiene que:

i f(x)dx> f(n)> Tf (x)dx,

n-1

y sumando se tiene

N N N+1
jf(x)dxzz f(n)> jf(x)dx
1 n=2 2

poniendo f(x)=x",donde a es un entero mayor que 1, y resolviendo

integrales se tiene:

1 N1 1
a a. N a+l Zn_ a. 2a+l (N +1)a+1

Y tomando limites y sumando 1 a cada miembro se llega a

1 1
1+—> ) —>1+
a ;n .23+l

Un razonamiento similar, para f(x)=x" demuestra que:

1+In(N) = In(1) > i% >1+In(N +1) - In(2)

n=1

Entonces Zl =

n=1

Sea R(s)<-a<-1, entonces‘n*zn*a<n‘r de modo que por la prueba

. = 1 .
Weierstrass . — converge uniformemente.
n

n=1

B) Como ya vimos (£ (s) se puede expresar como.

ot 2

Como 1#|—— 1
p"e

R(s)>1 y entonces ¢(s)#0 en esa region.

las

de

ycuando R(s)#0, ningun factor de la expresion anterior se anula si
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Si f es una funcion multiplicativa y > f(n) converge absolutamente, entonces
n=1

if(n)znh(p) donde h(p)zif(p“). Aplicando este resultado a f(n)=%y
n=1 p a=0

observando que en este casoh(p)=>)_ 1sa :Ll
p

a=0 1_7

S

p

o)

, reemplazando se obtiene

o 51
C) Existe una importante relacion entre la funcio'nj )i 1dx y la funcion gama:
e -
0
o s-1
()= [ —dx
r(s)se’-1

Recordemos que la funcion gamma esta dada por la siguiente expresion:
I'(s) = je‘xxs‘ldx
0]

Haciendo un cambio de variable x por nx y dividiendo ambos miembros por n°se

obtiene:

'(s)

S =

n

J'e—x.nxs—ldx
0

Sumando respecto a n se llega a:

s-1

I'(s).£(s) = i]oe-“xs-ldx = Tie‘x'"xs‘ldx - T X

dx, entonces
n=1 n=1 e’ -1

o0 s-1

1 X
(&=rg j ¥

Donde el paso de la suma dentro de la integral es posible por el hecho de que

s-1

converge absolutamente como suma en n y también como integral en x.

X

s-1

La integral converge cuando R(s)>1 ya que . estd acotada por ‘xR“)’Z‘cuando

x esta proxima a 0, y por [x***e™ cuando x tiende a co.
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n+1

D) La funcién g(s)—ifi
S— n=1

S — +

TS . .
I e dtdx se extiende analiticamente en todo el

plano abierto R(s)>0, de modo que en dicho semiplano la tnica singularidad de

£(s)es un polo simple en s=1

Supongamos que R(s)>1, entonces

luego
1 &1 &'
ORI

Pero como
n+lco ©
S S S S
II dtdxsj—dtg max = ||
ts+l nts+l n<t<n+ll ts+l nR(s)+l
nn

Tenemos que

>

n=1

n+1

!

Converge absolutamente cuando R(s) >0 y proporciona la extension que se

T > ditalx

ts+l

buscaba

n+1

(o-=3

n=1

S
ts+1

dtdx

S ey 8

E) La relacion con la funcion gamma entonces se puede expresar como:
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£(s)= F(; J I (e_x f)ld—xx
Donde C es una circunferencia de radio menor que r con centro x=0 que se
recorre en el sentido de giro positivo. A partir de esta expresion se concluye que
la funcién ¢(s)es analitica en todo el plano complejo a excepcion del polo en

s=1, es decir es una funcion meromorfa.

Consideremos la integral: I(_xx)lﬁ tomada por el entorno C, donde C es una
2e* -1 x

curva en el plano complejo que viene de +« cerca de eje x, acercandose al
origen de coordenadas, lo rodea en su proximidad en el sentido positivo
(contrario de las agujas del reloj) y retorna a +« manteniéndose cerca de x.

Se tiene:

o eX _1 X oo e(?.ei'g _1 &ig ] exez’“ _1 XeZﬂ'.i

I(_ x) dx _ j (e x) dx "¢ (- d(ﬁe“’)Jr*°°(e"”xe2”'i J d(xe*")

o

et oxs dx (s T xS dx
cer ] LR g e S

+00 =0 o

X —_
eX o e&.ei‘g _1

0 s-1 0=2r ( i¢9)S
= 2i.sen(7zs)j dx + _[ ~—1de
5 0=0

La relacién anterior es independiente del valor de § que tomemos, siempre que

sea proximo a 0, de modo que podemos tomar limites cuando 8.

Si nos limitamos cuando R(s) >1 observamos que:

=27 (— ig)s 0=27 &i@ ) 2r .
lim Tde = ||m(_ 1)555*1- J‘ lim i el(S—l)cgdg =0. J‘l.el(s—l)ﬂde
50 eé.e -1 50 oo 50 e&.e -1 2

Y se encuentra que:

y ahora, aplicando la relacion:
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I'(s)I(s-1)=

se llega a:

S

. —Xx) dx . . . .

La funCIonJ‘%— es una funcion entera sin singularidades:
e -1 x

Partimos de la relacion obtenida anteriormente:

X 00yt )
iex T _2|.sen(7zs);[ex_1dx+| gfo e _1d9

Y como sen(zs)es una funcion entera, solo tenemos que demostrar que las
integrales del segundo miembro se pueden acotar para cada valor posible de s.

Pongamos R(s)=a Y fijemos un t>8 tal que e*>1+x**' cuandox>t, entonces:

+00

ij

X
Jler -1

+0 s-1 s-1

a-1 t a-1 a-1
X
X

dx:zoe): _ldx:je _1dx+ofe):_ dx

S5

dx

J.ex—l

0

t s-1 o o s-1 t a-1 0 ) t a-1 1
S;!ex— dx+j): 1dx=£e):_1dx+.!x2dx:£hdx+E

Por otra parte

0=27 (_ &ie)s ( 58'9) 5a
JO o790 SJO 0= [ do
y como

exp (5.7 )= exp (8.cos 0 + Slisen 0) = exp (5.cos 0)(cos(5.sen 9)) + isen(5.sen 0)

se tiene
‘exp(&eig)—ﬂ2 =1+ exp(25.cos8) - 2.exp(5.cos).cos(5.sen9) =
(1-exp(5.cos0))’ + 2.exp(5.cos0)(1— cos(5.sen 0))
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Y en esta expresidon los términos (1-exp(s.cos@)f y 2.exp(5.cosd)(1—cos(s.send))son

ambos positivos y si 8<r no se anulan simultdneamente, de modo que existe un
valor minimo: min‘exp(&eig)—l‘: m(s)>0, quedando:

o%2r

(o)

=21 _5. io \°
[ (emTe_)lde

6=0

S
—X) dx
De esta manera j%—converge para todos los valores de s donde la curva C
e* -1 x
C

rodea una vez el origen de coordenadas en su proximidad con sentido positivo de

giro.

1ﬂ(l_,S)J'(_X)l%,que hemos deducido para R(s)>1,se puede
X
C

Por lo tanto ¢(s)=
271

X

e —
extender analiticamente para todos los valores de s. Las Unicas singularidades que
podria presentar ¢(s) podrian ser debidas al factor I'(1-s). Estas singularidades

serian entonces los polos que presenta la funcion gamma en los puntos

s=12,...,pero veremos que esos puntos se cancelan con ceros de la integral

I(_X X)lg, a excepciéon de cuando s=1, donde existe un polo.
2e' -1 X

Veamos entonces que pasa cuando s=k es un entero:

Se tiene

Cx) dx_ 2i.sen(75)jf ):H dx +i6J'2” o)
e’ -1 oo

s Z¥ dz
. do=(-1) | ———
e —1 =y iez -1z

Donde vemos que se han cancelado los caminos de ida y vuelta por el eje x y solo
queda la aportacién de la integral por el circulo C de radio § alrededor del origen,

en sentido positivo. Los valores de esa integral se corresponden con los coeficientes

del desarrollo de la siguiente funcidon, donde B, son los nimeros de Bernouilli:

Concretamente
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0 1-k<0
1 1-k=0
(_1)kj'(_x)k%=ij' z dz —% 1-k=1
2r Le*-1x 2mie’-1z%" (1B
~———" 1-k=2n
(2n)
0 1-k=2n+1
De modo que queda
0 k<0
- 2i k=1
k
j(_x) X _ )i k=0
le*-1x |(-1) 2B, C—1_2n
(2n)
0 k=-2n+1

De esta se puede encontrar los valores para enteros negativos de £(s),siendo n un

entero positivo.

27 e" -1 X 27
oy @y (=x)"dx  (2n-1) (-1)'24iB, (-1)'B,
cd-am=— i e -1 x 2z (2 2n

Queda demostrado que la funcidon{(s)=0cuando s=-2-4,-6,..Estos ceros que

corresponden a enteros negativos se denominan ceros triviales.

F) Si R(s)>1 entonces ¢(s)#0
-1
De la expresion g(s)zn(l—isJ se deduce que ¢£(s)#0si R(s)>1 por lo tanto queda
p
P

solo queda demostrar este resultado cuando R(s)=1.
Supongamos que s=a+it donde a y t son niUmeros realesy a>1.

Primero vamos a demostrar que ‘(gs(a).§4(a+it))§2(a+i2t)‘21.

-1
Dado que la serie ;(s):H(l—isj converge absolutamente cuando R(s)=a, el
p
P

resultado anterior se deduce si lo demostramos para los factores correspondientes
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a cada numero primo independientemente , esto es, si demostramos que para cada

1Y 1Y 1Y
S AL NN )

1

a+2it

numero primo p se tiene

Para simplificar, pondremos rzia y €7 =
p

expresion anterior quedara como
‘(1— rf-re ) 1-re® )
Entonces se debe demostrar que

‘(1— rei“)4(1— re'? )2 <1

-y

se trata de un calculo

‘(1— re‘°')4(1—re‘2°')2

, de modo que tendremos 0<r<1 vy la

<1

(1— rcos(o) + rzsenz(a))z((l— rcos(2c) + rzsen2(20)):
(1+ r?cos’(c)—2rcos(c) + rzsenz(o-))2 ((1+ r 0032(20-)— 2rcos(20) + rzsenZ(ZO-)):
(L+r? —2rcos(o)f (L +r? — 2rcos(20 )=
y poniendo x=cos(c) se tiene cos(20) = cos’(a) —sen?(c) = 2cos’ (o) —1=2x* -1 y entonces

‘(1— re‘“)4(1— re‘z“)2 = (1+ r’— 2rx)2(1+ r’+2r —4rx2)

Suponemos fijo r y procedemos a hallar el maximo de ese polinomio en x.

Derivando la expresion anterior se obtiene:
—4r(1+ r’— 2rxX1+ r’+2r —4rx2)+ (1+ r’— 2rx)2(—8rx):
= —4r(1+ r2— 2rx)(1+ r2+2r -4’ + 2x(1+ r2— 2rx))=
= —4r(1+ r’— 2rx)(1+ r>+2r —8rx> + 2x + 2xr2)
= —ar(i+r? = 2 L+ r2(L+ 2%))+ 2r (L (2x) + 2x)
= —ar(l+r? = 2ix[r2(1+ 2x)+ 2r(1+ 2x)(1 - 2x) + 2x + 1)

= —ar(l+r? - 2rx 1+ 2x)(r? + 2r(1-2x)+1)

= —4r(1+ 2x)1+ 2X)L+ r? + 2rx)((r +1)2)— 4rx
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2 2
Esta derivada se anula enXE{?l,l;r—r,(lZ—r)},pero como para 0<r<1l |la
.r I

. 1 . . . 1
funciénr + = es decreciente, siempre sera mayor que r+—} =2 y se cumple:
r rl_

2.r

2 2
1+r _1(r+1J>1 y (1Zr) =%(r+lj+%>1,de modo que
r r r

. ‘s y 1
estas soluciones no corresponden a cosenos validos. Tambien se observa que —Ees

el primer extremo relativo de los tres, y como estamos tratando con un polinomio
de cuarto grado con el coeficiente de orden mayor negativo, en este punto debe
ocurrir un maximo, que también sera el maximo absoluto de nuestro intervalo, y no

es necesario tener en cuenta los valores extremos +1del intervalo de variacion de

. . 1
x . El maximo esta entonces con x=—Ey vale:

‘(1— re“’)A(l— re‘z")2 = (1+ r’— 2rx)2(1+ r’+2r —4rx2)

(1+ r? + r)2(1+ r+2r— r)

—Qrr+rf <@arar?ert S =(-r)
Con esto se termina la prueba de que
(@& @+it)?(a+izn)=1 si a>1
Supongamos ahora que existiera £(1-it)=0 con t=0, entonces , dado que ¢ es
analitica en la regién a>0 y solo tiene un polo simple en s=1, deberia ser
Iirq§3(a).g’4(a+ it)=0
y como también |irq§(a+i2t):.§(1+i2t) esta determinado, se concluiria que
Iirrlgs(a).§4(a+it).gz(a+i2t):0

En contradiccién con la desigualdad obtenida anteriormente.
Se concluye entonces que
@-it)=0
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G) Representacion de la funcion z de Riemann

En toda la regién del plano complejo s que esta a la derecha de la linea vertical de
abscisa 1 la serie es convergente y admite, como vimos, una prolongacion analitica
Unica a todo el plano complejo: una funcién matematica con valores finitos. Los
resultados no se pueden representar en coordenadas cartesianas de manera
directa, pero si en colores. En el eje horizontal se representa la componente real

de (s) y la intensidad de color, el modulo, entonces cuanto mas intenso sea, menor
sera el modulo.

H) Ceros no triviales de la funcién z de Riemann

. , , - 1
Los ceros que han podido ser calculados estan sobre la linea critica ER(z)=E y

. 1 .
tienen la forma §+|y con y=0.



y: C(1/24yi)=10

14.134725142
21.022039639
25.010857580
30424876126
32.935061588
37.586178159

40.918719012
43327073281
48.005150881
49.773832478
52.970321478
56.446247697
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Ordenadas de los primeros ceros que se conocen

Ela (£i1/2+ wil)

3.

m o k3o oo

pl (152 ,.vi)

10 20 20 40 50

Riemann formula entonces su conjetura acerca de los ceros no-triviales. Es la

Hipotesis de Riemann:

Una vez extendida adecuadamente la funcion ¢ (s) = iis al plano complejo, todos
n

n=1
los nimeros x+iycon x>0 y tales que ¢(x+iy)=0, deben cumplir x=1/2.

Zonas desconocidas
e c;\
pod
©
o

Regiones sin ceros

Ceros triviales

S O I
g s =

Linea critjca

6
?

®

Que los ceros de una funcién meromorfa se coloquen todos en fila india es algo tan
singular que deberia ser facil de probar si es 0 no es cierto. Sin embargo no se ha

logrado estrechar la banda critica en la que se encuentran los ceros; es decir, no
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se conoce ningun O<e¢ <1 tal que todos los ceros no-triviales pertenezcan a una

banda critica reducida ¢ <R (z)<1-¢.

Se puede demostrar que se obtiene el menor orden de error al sustituir z(x) por su
mejor aproximacion (en realidad ésta es Lxdtllogt en lugar de x/logx) si y solo si la

Hipotesis de Riemann es cierta. En otras palabras, que la conjetura de Riemann sea
verdadera es equivalente a obtener el error 6ptimo en el teorema de los nimeros
primos. En definitiva, contar primos con precision demanda un resultado que
involucra nimeros complejos.

En 1900 David Hilbert (1862-1943) colocé el problema de demostrar o contradecir
la Hipotesis de Riemann en la lista de los problemas mas importantes con que

deberian enfrentarse los matematicos contemporaneos.
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SECCION 11 F

Conclusion del estudio

Para g(s)zzis , funcidén ¢ de Riemann, se verifican las siguientes propiedades:
n=1 n

v' Estd definida, para valores reales mayores que 1.

v En la regién {seC/Re(s)>1},esta serie infinita converge y define una
funcidn que es analitica en esta region.

v' Puede extenderse de manera Unica por continuacién analitica a una
funcion meromorfa en todo el plano complejo con un Unico polo en s=1.

v Para los complejos Re(s)<1, los valores de la funcién deben ser
calculados mediante su ecuacion funcional, obtenida a partir de la
continuacién analitica.
No tiene ceros en el semiplano Re(s)>1.
Los ceros que estan fuera de la franja 0<Re(s) <1 son enteros negativos
pares ; estos son los Unicos ceros fuera de la franja citada y son los
llamados ceros triviales de ¢, o ceros reales, ya que ningun otro cero
es real.

v' Los ceros que estan en la franja 0<Re(s)<1 se denominan ceros no-

triviales de ¢ y hay una cantidad infinita de ellos. Los ceros no-triviales

no son reales, por lo que son llamados también ceros complejos.
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SECCION 11 G
Relacion entre {(s) y n(x)

Recordemos que para xe # se representa n(x) a la funcidn que proporciona la
cantidad de numeros primos menores que X.
Asi n(1)=0, n(2)=1, n(3)= n(4)=2,......

La funcidn n(x) se relaciona con la funcion Zeta de Riemann por la siguiente

igualdad, valida cuando R(s) >1:

(e )5S0
Partimos de:

{1 si es primo
z(n)—z(n-1)=

0 sinoesprimo

A partir de de la formula de la funcién zeta como producto se tiene:

1

In(¢ (n) = —zp: In(l— F] = —i((ﬂ(n) ~m(n-1))In(L- ni)J
_ _g[ﬂ(n) In(1- %) ~z(n-1)In(- ni)j
= —Lim@”(”) In@-—n"*) - Z:/r(n -1)In@- n‘s)j
- _yﬂ(iﬂ(n) InL-n"*) - Nzlﬂ(n) In@—(n +1)‘S)j

=— ’limw(Niyr(n) Inl—n"°)— Niﬁ(n) INA—(n+1D)°)+2(N)In(1-N"°) - 7z(@) In(1- 2‘5)]

= —iﬂ(n)(ln(l— )~ In@-(n+1)~))

Donde se ha utilizado el hecho de que »(1)=0 y de que

i

lim|z(N)In@—N~)| < fim|N In@- N~ = lim NS> 2N/ < fim NS [N < lim NY|N-*
N — oo N — oo N —oo - 1] N —o j:lJ N —o0 -1
e N N
= lim NZ‘N ° = lim —=lim —— = =0
N N—)sol_‘N s N—>oo‘N sl_1 0-1

cuando R(s)>1.

Tenemos entonces:



n+l

In(Z(s) = —Liﬂiﬁ(n)(ln(l— (n+1)° —In(l—n"*))= iﬂ(n) [ %ma— x~)dx =

= "ex T & sa()x Tt T sa(X)
Lo s R e e ™

n=2 n n=2 p n

entonces:

B T os(X)
In(¢(s) = j molx
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Conclusion

Al concluir esta investigacién, y luego de una
exhaustiva revision de una importante cantidad de material bibliografico, he
arribado al reconocimiento de la gran importancia que tienen las Funciones
Eulerianas como herramienta auxiliar en la mayoria de las ramas de la ciencia:
Estadistica, Fisica Biologia, Quimica, Sociologia, etc,.

A titulo de ejemplo, puedo citar: La Distribucion
Gamma, distribucidon Beta, Distribucion Weibull, Distribucion de Maxwell-Boltzman,
Calculo de Momentos y la Mecanica de Fluidos.

También se aplica en otras funciones importantes
como las Transformadas de Laplace, la Funcion Zeta de Riemann, la Férmula de
Stirling, entre otros.

Asi mismo es importantisimo el legado dejado por Riemann. Los siete problemas
del milenio han sido elegidos por una institucion privada de Cambridge,
Massachutset, el instituto Clay de matematicas, para premiar con un millén de
ddlares a quien demuestre una de sus conjeturas .

Uno de los problemas del milenio elegido, para este trabajo es el de los ceros de la
funcion zeta de Riemann.

La importancia de su resolucion radica en gran medida en su relacién con los
numeros primos, tema fundamentalmente relacionado con la seguridad informatica
por ser utilizado en criptografia.

La grandeza de Riemann como matematico reside en su poderosa capacidad de
generalizacidon y en el alcance ilimitado de los métodos y nuevos puntos de vista
que descubridé tanto en la matematica pura como en la matematica aplicada. Hasta
en las notas complementarias y en los proyectos incompletos, muestra la novedad,

y nos permite pensar que Riemann murié mucho antes de completar su obra.
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