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Introduccion

“éQuién de nosotros no quisiera levantar el velo tras el cual yace escondido el futuro, y
asomarse, aunque fuera por un instante, a los proximos avances de nuestra ciencia y a los
secretos de su desarrollo ulterior en los siglos futuros? ¢ Cudles serdn las metas particulares que
tratardn de alcanzar los lideres del pensamiento matemdtico de las generaciones futuras?
¢Qué nuevos métodos y nuevos hechos nos deparardn los siglos por venir en el ancho y rico

campo del pensamiento matemdtico?”

Con estas palabras comenzd David Hilbert su discurso en el Primer Congreso
Internacional de Matemadticas, celebrado en Paris, donde fue uno de los principales
conferenciantes. Esperando orientar a los matematicos de la época de forma similar, Hilbert
presentd un conjunto de 23 problemas no resueltos en matematicas. Algunos de ellos
permanecen hoy sin resolver, otros han sido reformulados vy, tal vez lo mas importante, todos

ellos han inspirado a los matematicos durante 100 afios.

En este trabajo desarrollaremos el décimo problema el cual se pregunta acerca de la
existencia de un algoritmo general para decidir sobre la solubilidad de ecuaciones diofanticas.
Usando los trabajos de Matin Davis, Hilary Putnam y Julia Robinson, Yuri Matijasevic en 1970
respondid negativamente a esta cuestién. El teorema que plantea Matijasevic implica la no

existencia de un algoritmo para el décimo problema de Hilbert.

Formalmente el décimo problema de Hilbert enuncia lo siguiente:

Determinacion de la solubilidad de ecuaciones diofdnticas. Dada una ecuacion
diofdntica con un numero de incdgnitas arbitrario y con coeficientes enteros: encontrar un
procedimiento mecdnico, que en un numero finito de pasos, determine si una ecuacion

diofdntica tiene solucion en los enteros.

Hilbert estaba interesado en una solucidn positiva al problema. Si bien hay muchas técnicas
para resolver muchos tipos de ecuaciones diofanticas, veremos que algunas no pueden ser

decididas por método alguno.

El propdsito del presente trabajo es dar una prueba de la insolubilidad del décimo
problema de Hilbert. Para el cual se utilizé sélo una parte del trabajo realizado por Matijasevic,
dejando aun lado los lenguajes de programacion, enfocando en el desarrollo tedrico del

mismo.



§1 Conjuntos Diofanticos

Una ecuacién diofantica es una ecuacion polinémica P(ay, ..., Gy, X1, ..., Xp) = 0 en
varias variables, con coeficientes enteros. Las variables se dividen en los pardmetros aq, ..., a;,
e incégnitas x4, ..., x,,. Todas las variables, parametros e incognitas pertenecen al conjunto de

los nimeros enteros no negativos: 0, 1, 2,...

En la teoria clasica de ecuaciones diofanticas uno comienza con una ecuacién y busca
los valores de los parametros para los cuales existe una soluciéon. En esta prueba cambiamos el
procedimiento generalmente. Comenzamos con la solucidon y buscamos la ecuacién que se
verifique esta solucién. Comenzamos con una relacién A(ay, ..., a,,) Y buscamos un polinomio

P(ay, ..., X1, ..., Xp) definido como en (1).

Definicion 1.1: Una relacién o conjunto A(ay,...,a,,) es diofantica si existe un
polinomio P(ay, ..., @y, X4, ..., Xy) tal que para todos los valores de ay,..,a, , (los

pardmetros)
A(aq, ..., ay) © @xq, .., xp)[P(aq, ..., Ay, X1, e, Xp) = 0]

Esta definicion la cual es para relaciones, también se aplicard a funciones. Una funcién se dira

gue es diofantica si su representacion es diofantica.

Definicion 1.2: La funcion f: N™ — N es diofantica si existe una ecuacion diofantica

D(a,ay, ..., Qm, X1, .., Xp) = 0 tal que

y = f(ay, .., ap) < Ixq, ., X, Dy, A1, v, Oy X1, 0oy X)) = 0

Ejemplos:

a<be (3Ax)[a+ x =b] (1.3)

alb & (3x)[ax = b] (1.4

a=b(médc) = (Ax)[a=b+cxoa=>b— cx] (1.5)
EnestalltimaA=00B=0 ©AB=0, A=0AB=0<A42+B?=0 (1.6)

De (1.6) se sigue que las conjunciones y las disyunciones de relaciones diofanticas (pero no
negaciones) son diofanticas. Procediendo de esta manera, podemos probar que muchas

relaciones son diofanticas.



Una relacion muy conocida es la de coprimalidad: a es coprimo con b sii (a,b) = 1.

Esta relacidn puede ser considerada diofantica usando (1.5) de la siguiente manera:
a+b < (3x,y)lax —by =1loax —by =-1] (1.7)

Otros ejemplos de funciones diofanticas son la funcién resto y la funcién cociente. Estas

funciones se pueden considerar como diofanticas de la siguiente manera:
r=res(a,b) ®r=a(moédb) y r<b (1.8)

q =coc(a,b) & 0<a—qb <. (1.9)

§2 La ecuacion de Pell

A continuacién desarrollaremos en profundidad un estudio de las soluciones de esta

ecuacion, las cuales seran centrales para la demostracién del Teorema de Matijasevic, el cual

nos permitird resolver el décimo problema de Hilbert.
Definicién 2.1: La ecuacidn general de Pell es una ecuacion diofantica de la forma
x2—dy?=1 (d#m) (2.1)
donde d es una constante y x e y son incdgnitas. (Una hipérbola en el plano (x, y).
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Cuando d = m (d es un cuadrado), entonces la ecuacién de Pell (2.1) tiene sélo la solucion
trivial (1,0). Entonces siempre asumimos que d # m (d no es un cuadrado) asi la ecuacién

tiene solucidn no trivial (distintade x = 1 e y = 0).

Para realizar un estudio detallado de la ecuacién de Pell primero necesitamos ver

algunas definiciones basicas sobre su dominio de integracién y sus componentes.

Dado que x2 — dy? se puede descomponer en x2 — dy? = (x + Vdy)(x — Vdy), se
puede  trabajar en el dominio integral Z[\/E] de numeros reales de la forma

a=x+yJd/ x,y €Z, dado que Vd es irracional y los enteros x e y son Unicos. Estos son

las componentes de «a.

Si @ =x+yVd entonces su conjugado es @ = x —yvd. Como sabemos de nimeros

|2 = Z.Z. Entonces el nimero N(a) = a@ = x?> — dy? = 1 (por la ecuacién de

complejos: |Z
Pell) es la norma de a. Dado que N(a) = x? — dy? = 1, las soluciones enteras a la ecuacién

de Pell son justamente las componentes enteras de x e y de reales a tal que N(a) = 1. Esto

ultimo implicaque ada =1 = a =

IS

Ahora sea a@ = x; +y;Vd y f = x, +y,V/d dos soluciones de la ecuacién de Pell, con
X1,Y1,%X2,Y, enteros tales que N(a) =1 y N(B)=1. Supdngase que a>1y =1,

entonces X4, Y1, X3, Y, deben ser enteros no negativos. De las ecuaciones:
xt=dyi+1 vy x5 =dyz +1

se sigue que x1 < Xy = V1 < Ya.

Entonces 1 < a < fvalesiysélosiambos1 <x; <x, y 0 <y; <y, valen.

Entonces el conjunto de reales a para el cual N(a) =1 y 1 < a se verifica, es un sistema
bien ordenado. Si este conjunto es no vacio, es decir si existe una solucidon no trivial a la
ecuacidn de Pell, entonces debe existir un minimo real a talque 1 < a y N(a) = 1. Este real

a es llamado el generador y sus componentes son llamadas solucién fundamental.

Las potencias del generador a generan todas las soluciones a (2.1). Para ver esto, primero
observemos que N(a) =1 implica N(a™) = N(a) ™ =1, entonces estas potencias de «
representan soluciones. Para verificar que estas potencias de a dan todas las soluciones de

(2.1), observemos que si N(8) = 1y 1 < 3, entonces:

3n € N tal que a™ < B < a™*?! (por las desigualdades nombradas mas arriba).



Multiplicamos @ =™ miembro a miembro obtenemos 1 < B.a™ " < a.

Ademas, N(Ba™) = N(B)N(a™")"*  por propiedad de médulo
N(Ba™) = N(BN@" yaquead =1
N(Ba™) = N(BN()" porser N(a) = N(a)
NBa™) =1 por N(@)=1yNB)=1

Entonces se sigue que fa™™ = 1 entonces f = a™. Por lo tanto 8 puede ser obtenido como

una potencia de a.

No es enteramente trivial mostrar que para d + m arbitrario siempre existe una
solucién no trivial a la ecuacién de Pell (2.1). Pero cuando d (no cuadrado) es de la forma
especial d = a? — 1, entonces probaremos que existen infinitas soluciones. La ecuaciéon de

Pell (2.1) queda de la siguiente manera:
x?2—(a®>-1)y?*=1 (2.2)

Esta tiene una solucion fundamental en (x,y) = (a, 1). Entonces el generador tal como lo

habiamos definido a =x +yVd es a=a++va?—1 . Como expusimos mas arriba las

potencias del generador a generan todas las soluciones a (2.1), entonces:
B = a™ donde también es de laforma B = x + yVd
X,m) +Y,(m)Na?—1=(@+Ja2-1D"  (2.3)
x =X,(n) e y=7Y,(n) denotan las secuencias de soluciones a (2.2), definidas por (2.3).

Ahora vamos a demostrar que las secuencias de soluciones X,(n) e Y,(n) son

funciones estrictamente crecientes en n.
Como hemos definido mas arriba @ = a™?, el conjugado del generador es igual al inverso:
a—Vva?—1=(a+Va?-1)71 (2.4)

Entonces tomando los conjugados de ambos lados de (2.3) vemos que las secuencias

X,(n) e Y, (n) sontambién definidas del conjugado del generador a — vVa? — 1,

X,(n)—-Y,(n).Vva?—-1=(a—Va?-1)" (2.5)



Esto implica que muchas de las identidades las cuales valen para las secuencias de soluciones
de la ecuacién de Pell también valen para valores negativos de parametros. Ademas, de la

aritmética sabemos que:
(a+Vd)y™*™ = (a + V)" (a + Vd)*™
Por lo tanto, usando (2.3) obtenemos:
X,(n+m)+Y,(n+m).Va?z — 1= (a+Va?—1)"™ yporlaigualdad anterior:
Xo(+m) +Y,(n+m).Va? — 1= (X, (n) + Y, (n).Va? — 1). (X, (m) + Y, (m).Va? — 1)
Xo(n+m) + Y, (n+m).Vd = (X,(n) + Y,(n).Vd). (X, (m) + Y, (m).Vd)(1)
En (2.5): X,(n—m)—Y,(n—m).Va? —1=(a — Va2 —1)»™
Xo(n—m) = Yo(n —m).Ja? — 1 = (X, (n) — Yo(m)va? — DXy (-m) — Yo(~m)va? — 1)
Pero por (2.4)
a-VaZ—1=(a+VaZ—1)
(a—VaZ-1)"=(a+VaZ—1)™
(a—Va?—1) ™= (a+Va? - ™
La expresién anterior queda:
Xo(n—m) —Y,(n —m).Va? =1 = (Xy(n) — Y,(m)Va? — D)(Xo(m) + Y, (m)Va? — 1)
Xo(n—m) = Yo(n—m).Vd = (Xo(n) = Y,()Vd)(Xa(m) + Yo (m)Vd)  (2)
De (1) y (2):
Xo(ntm) +Y,(n £ m).Vd = (Xo(n) £ Y, (m)Vd)(Xa(m) + Yo (m)Vd)
Tomando las partes racionales e irracionales queda:
Xa(ntm) = Xo(n). Xq(m) £ dY,(n).Y,(m)  (2.6)
tY,(ntm) = X,(m)Y,(m) £ Y, (n)X,(m)

Yo(ntm) =Y, (m)X,(m) £ X,(m)Y,(m)  (2.7)



Haciendo m = 1, vemos también un caso especial:
Xa(nx1) =X,(n). X (1) £ d¥a(n). Yo (1)
X,(n+1) = X,(n).a+d¥,(n) (2.8)
Yo(n+ 1) =Y,(n)X,(1) + X ()Y, (1)

Y,(n+ 1) = Y,(n)a + X, (n) (2.9)

Donde Xo(1) =a y Y,(1) =1 yX,(0) =1 y ¥,(0) =0

Por lo tanto: X, (n + 1) = 2aX,(n) — X,(n — 1) (2.8*)

YVu(n+1) = 2a¥,(n) — Y,(n—1) (2.9%)

Entonces X,(n) e Y,(n) son funciones estrictamente crecientes en n.

Generalmente estamos interesados en las secuencias X, e Y, solo para a = 2. Las ecuaciones

(2.6) y (2.7) solo valen para a = 2 pero si definimos X;(n) =1 e Y;(n) =n, entonces las

expresiones anteriores valen para a = 1.

Ahora enunciaremos algunas propiedades y lemas que son necesarios para justificar el

caracter diofantico de varias funciones que nos permitira resolver el décimo problema de

Hilbert.
e Férmulas del Angulo Doble:
De la ecuacién (2.6) haciendo m = n obtenemos:
X,(n+n)=X,n).X,(n) +dY,(n).Y,(n)

X,2n) = X,(n)? +d Y,(n)®> (2.10)

Por otro lado, como  X,(n) e Y,(n) son soluciones de la Ecuacion de Pell:

Xa(m)? = (a® - DY, (n)* =1
X,(n)? —dYa(n)® =1
dY,(n)? = Xg(n)* — 1

Sustituyendo en (2.10)

X,(2n) =2X,(n)? -1




De forma similaren (2.7) conm =n

Ya(n +n)= Ya(n)Xa(n) + Xa(n)Ya(n)

Yo (2n) = 2Y, (n)Xa (n)

e Propiedad (2.11):  n|m o Yo(n)|X.(n)
De la ecuacion (2.7) Y, (k + 1) = Y, (k)Xo (n) £ X, (k)Y (n)
Obviando el subindice a:

Y(k £n) —Y(k)X(n) = £X(k)Y(n)

Entonces:

Y(k +n) = Y(k)X(n) (méd Y(n))

Pero Y(n)+X(n) por(2.2): x?—(a?-1)y%?=1
Entonces Y(n)|[Y(k+n) & Y(n).q=Y(k+n) /q€Z
Por(2.7) Y(k+n)=Y(k)X(1n)+X(k)Y(n)

Y(n).q F X(k)Y(n) = Y(k)X(n)

Y(n).q = Y(k)X(n)

Porlotanto:  Y()|Y(K)X(n) = Y@)|Y(k).
Ahoraseam =ni+r donde 0 <r <n. entonces0 <Y (r) <Y(n).
También Y(n)|Y(m) & Ym)|Y(ni+7) &  Y(@)|Y(r) porloanterior probado.
Porlotanto Y(n)[Y(m) < r=0 esdecir m=ni+0

Porlotanto Y(n)|Y(m) & nlm -

e Primer paso Lema (2.12): Y2(n)|Y,(m) < n.Y,(n)|m
Para la prueba de =: suponemos que YZ(n)|Y,(m)

Por la propiedad (2.11) m = nj paraalgun j.
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Dado que Y (n)+X(n) esto implica que
HON AR AL
Multiplicando a ambos lados por n tenemos
n.Y,(n)m .~

Para la prueba de «:
Usaremos dos veces la identidad (2.3):

X,(n) +Y,(n).Va? —1 = (a+Va? - 1)" con
Para cualquier j

Xa()) + Yo (). Vd = (a + V)

Pero (a+Vd)V = ((a + \/E)”)j = (X,(n) + Y,(n).Vd)’

Entonces: X,(nj) + Y,(nj).Vd = (X,(n) + Y, (n).Vd)’

d=a*-1

(2.13)

Luego desarrollamos con el Binomio de Newton el lado derecho de (2.13) y tomamos la parte

irracional, nos queda:

J

i impar

Sii=1

J

Valnj) = Y (1) Xan) ra ()t (VDY

1

Desarrollando:

Va(y) = X () ¥a) + (1) Xa ) o 0P V1 4 -+ (1) Xa 00~ () (VD)

Yo () _an(n)j_lya(n) = Ya(n)Bq +-t+ Ya(n)iqi’ /q€Z

Ya(nj) _an(n)j_lya(n) = Ya(n)g(q + e+ Ya(n)i_gqi,)

Yo (j) Ean(n)j_lya(n) (mod Ya(n)B) (2.14)

11



Ahora suponemos segun nuestra hipdtesis que
n.Yg(n)|m
Sea j =Y(n).Estej es el de (2.14) sustituyendo en la misma:

Y, (n.Y(n)) =Y ()X, ()" M7, (n) (méd Y, (n)*)

Entonces
Ya(n.Y(n)) =Y ()?X, ()" ™" (méd ¥, (n)*)
Y,(n.Y(n)) = Y()2X,(m)* ™1 + Y, (n).q /q€Z
Y,(n.Y(n)) = Y()2(X, ()Y ™1 + Y (n).q)
Por lo tanto Y(n)?|Y,(n.Y(n)) -~

e Segundo Paso Lema (2.15): Y, (k) = 1Y ,(m) (méd X,(n)) < k = +m (méd 2n)
Asumiremos quea =2, n = 1.
Para la prueba de «:
Suponemos que k = 2nj + m ya que por hipétesis k = +m (méd 2n)
Y(k) =Y(2nj £+ m) =Y(2nj)X(m) £ X(2Znj)Y (m)
Utilizando las Férmulas del Angulo Doble:
Y(k) =Y(2nj £m) = 2X(n)Y )X (m) £ (2X(n))* — Y (m)
Y(k) = Y(2nj £ m) = 2X(nj))Y (nj)X(m) + 2X(nj)?Y(m) ¥ Y(m)
Y(k) =Y(2nj £ m) = +Y(m) + X(n)[2Y (nj)X(m) £ X(nj)Y (m)]
Y (k) = FY(m)(mbd X (n))
Cuando j = 2i, tenemos:
Y(k) = Y(4ni £ m) = Y(m)(méd X(n)).
En este caso j = 2i + 1, tenemos:
Y(k)=Y(4ni+2n+m) = Y(m)(m(')d X(n)).

12



Entonces: Y, (k) = +Y,(m) (méd X,(n)) -~
Para la prueba de =:
Asumimos por hipotesis que Y, (k) = +Y,(m) (m()d Xa(n))
Eligiendoun k' talque 0 < k" <n y k = +k’ (médd 2n)
También eligiendounm’talque 0 < m’ < n y m = +m’(mdd 2n)
Por hipdtesis tenemos que:
Y, (k") = xY,(m") (méd Xa(n))
Yo(k) = £Yo(m) + Xo(n).q /g €Z
Yo (k) £ Y, (m") = Xo(n).q
XaM)|Ya (k) £ Yo (m")
Vamos a demostrar que k” = m’ por el absurdo:
Suponemos que k" # m” entonces deberiamos tener:
0 < Yo (k) £Yo(m)| < Yo (k) + Yo(m) < Yo(n - 1) +Y,(n) (1)
Yaquek’<n—1 y m’ <n segun nuestra hipdtesis
Por otro lado, utilizando (2.9) sustituyendon por n — 1, tenemos:
Y(n)=aYn—1)+X(n—-1)
Como sabemos 2 < a, entonces:
2Y(n—-1) <aYn-1)<aYn-1)+X(n—-1)=Y(n)
2.Y(n—1)<Y(n)
Y(n—1)<Y(n)—-Y(n-—-1)
Entonces sumando a ambos lados Y (n), tenemos:

Y(n—-1)+YM)<2.Y(n)—-Yn—-1)<aYn)—-Yn—1)=a.Y(n)—a.Y(n)+X(n) =

X(n) En el dltimo paso utilizamos (2.9) nuevamente.

Porlotanto,Y(n —1) + Y(n) < X(n) (2)

13



De (1) y (2): |Y (k") £ Y,(m")| < X(n). Absurdo ya que segun nuestra hipdtesis:
Xa(M)|Yo (k") £ Yy (m)
Por lo tanto, k" = m’ por lo que deducimos que k = +m (méd 2n) -~

El siguiente lema es esencial para justificar el caracter diofantico de varias funciones el cual

nos llevard a resolver el décimo problema de Hilbert.

e Lema(2.16):
Para A > 1.Enorden C =Y 4(B),

es necesario y suficiente que existan numeros naturales D,E,F,G, H,I e i tal que
(1) D - (A2 -1)C* =1,
(2) F2— (A2 -1)E* =1,
3 I*-(6*-1)H* =1,
(4)E = (i +1)2C?,
(5) G = A (mbd F),
(6) G =1 (mdd 20),
(7) H=C (mbd F),
(8) H = B (mbd 20),
9 B<C

Prueba de suficiencia: Supdngase que existen D, E, F, G, H, |, i que satisfacen (1)-(9).

Entonces las ecuaciones (1)-(3), ecuaciones de Pell, implican la existencia de nimeros p, q r tal

que:
D = X,(p), C =Y,(p), F=X,4(q),
E =Y,(q), I'=Xs(r), H =Ys(r).
Tambiéntenemos 0 <p<Cy 0<B<C.
Por lo tanto la idea es mostrar que B = p, probando que B = r = +p (mdd 2C).
Podemos suponer que 0 < C. Usando el Primer Paso Lema (2.12), junto con (4), tenemos:
C2|E - Yi()|Ya(q) = Ya(p)lg = Clg.

Para mostrar que B = r (md6d 2C), usaremos (6) y (8):

14



B=H=Y;(r)

Y (r) es un polinomio en G porlotanto: Y;(r) =Y, (r) (méd G — 1)
Por(6): G—1=2C - Y ;(r)=Y,(r) (mdéd 2C) = r (mbéd 2C) usando Y;(r) =r
Entonces B =r (mdd 2C) (*1)
Por el Segundo Paso Lema (2.15), (5) y (7), y lo antes mencionado:

u(r) =Ye(r) =H=C=Y,(p) (méd F = X,(q)) = r = +p (mdd 2q).
En la ultima implicacién aplicamos el Segundo Paso.
Pero C|q. De ahi r = +p (mdd 2C). Esto ultimo y por (*1) implica:

B = +p (mébd 2C)
Prueba de Necesidad:
Suponga que C = Y4(B). Sea D = X,(B). Entonces (1) y (9) valen.
Puesto que g = B.Y,(B),F = X,(2q) e E =Y,(2q).
Sustituyendo en (2): X,(29)? — (A2 - 1D)Y,(29)* =1
Entonces (2) vale.
Sea m = B.Y,(B) en el Primer Paso Lema (2.12) entonces implica que:
Y4 (B)?|Y4(B. Y4 (B))

Y en concordancia con lo que dijimos mds arriba C2|E = C?|Y,4(q). Por las férmulas del

Angulo Doble:

2Y,(@)Xa(q) = Ya(29).

De ahi que C2.z=Y,(q)/z€Z - C?.2.2X,(q) = Y4(q) 2X,(q) multiplicando 2X,(q)

miembro a miembro y sustituyendo por la igualdad anterior:
C*.2.2X,(q) = Y4(29)
2C?|Y,(q) = 2C?|E . Por lo tanto (4) puede ser satisfecho.

Haciendo G = A + F?(F? — A). Entonces (5) vale.
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Sustituyendo (4) en (2):

F2—(A2-1)(i+1)%4c?*=1
Lo que implica que: F? =1 (méd 20).
Entonces G = A + F2(F? — A) implica (6).

Haciendo I = X;(B) y H = Y;(B).Entonces, de forma similar como demostramos (2), (3)

vale.
Como dijimos mas arriba, Y; (B) es un polinomio en G por lo tanto:
Y;(B) =Y;(B) =B (mod G — 1)
Entonces por (6) H = B (mod 2C) por lo tanto (8) vale.
Puesto que Y; (B) es un polinomio en Gy Y,(B) es un polinomio en A entonces:
Ys;(B) = Y4(B) (mdd G — A)

Ypor(5): G=EA(mMOdF)=G—-—A=F
Entonces como B =r = +p (mdd 2C) :

H=Y,(B) =Y,(B) = C (mbd G — A)

H=C (médF).

Por lo tanto (7) vale..”

§3 Funciones diofanticas.

Para probar el Teorema de Matijasevic, el cual es central para resolver el Décimo
Problema de Hilbert, necesitamos justificar el caracter diofantico de varias funciones. La mas

importante de ellas es la funcién exponencial que fue demostrada por Matijasevic en 1970.
e La funcion exponencial

Del Lema (2.16) demostrado en el apartado anterior y de la ecuacién de Pell (2.2) sabemos que

x = X,(n) e y =Y, (n) son relaciones diofanticas y estas estdn implicadas en las ecuaciones
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de congruencia enunciadas en el Lema (2.16). Esto lo utilizaremos para demostrar que la

funcién exponencial es diofantica.
Lema3.1: Supongaquen =1,k > 2.

Para a suficientemente grande tal quea > Y, (n+ 1):

k™ = res(X,(n) — (a — k)Y, (n),2ak — k* — 1)

Demostracion:

Sabemos que si Y,;(n) es un polinomio en a de grado n — 1, entonces Y,(n+ 1) es un

polinomio en a de grado n.

Para demostrar este lema primero demostraremos la siguiente desigualdad por induccién

sobre n:

Ra-1D)"<Y,(n+1) <a)"
Paran=1.(2a—-1) <Y,(2) < (2a)
Por las formulas del angulo doble Y, (2) = 2.Y,(1).X,(1) = 2.1.a = 2a
Se verifica paran = 1.
Paran = k hipdtesis inductiva:

Qa-D*<Yv,(k+1) < (a)*
Veamos que la desigualdad es vdlida paran =k + 1

Usando que Y,(n) es una sucesidn estrictamente creciente y la hipdtesis de induccidn,

tenemos que:

a—-1D*1=QRa-1DQRa-1D* < Ra-1Y,(k+1)=2aY(k+1) =Y, (k+1)
<2aY,(k+1) =Y, (k) <2aa)* — Y (k) = 2a)** - Y, (k) < (2a)*+*

Luego (2a — 1)**t < 2a¥,(k + 1) — Y, (k) < Qa)**!
Pero por la ecuacion (2.7) y las férmulas del angulo doble:
Yo(k +2) = Yo (k). Xo(2) + X4 (k). Y, (2)

=Y, (k)(2a% — 1) + X, (k). 2a = 2a(aY, (k) + X, (k)) — Y, (k)
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Por la ecuacion (2.9): aY, (k) + X, (k) =Y, (k+ 1)
Entonces: Y, (k + 2) = 2aY,(k + 1) — Y, (k) con lo que la desigualdad queda probada.
Volviendo al lema (3.1) para nuestro caso:
k<k™ < (2k—-1"<Yy(n+1) < a.Por hipdtesis
Se sigue que k+1<a, (¥
y también 1<k
a+1<k.(a+1)
a<k(a+1)-1
a<ak+k-—-1
De ahi:
ak+k—1=ak+ (k+1Dk—k?—-1<ak+ak—k?—1=2ak — k?— 1. Por (*)
Porlotanto: k™ < a < 2ak — k? — 1. Entonces k™ es mas pequefio que el médulo.
Ahora tenemos que demostrar una congruencia obtenida por Julia Robinson en 1952.
k" = X,(n) — (a — k)Y, (n) (mdd 2ak — k? — 1) (3.2)

Usaremos las ecuaciones (2.8*) y (2.9*) e induccidn sobre n, es decir que la ecuacion (3.2) es

nuestra hipodtesis inductiva.

X, m+1)—(a—k)Y,(n+1) = 2aX,(n) —X,(n—1) — (a — k)[2aY,(n) — Y, (n — 1)]
=2a[Xo(n) = X,(n — D] = [X,(n = 1) = (a = k)Y, (n - D]
= 2ak™ — k™1 = k"1 (2ak — 1) = k"1 (2ak — k? — 1 + k?)
= k™10 + k?) = k" k2 = k™! (m6d 2ak — k* - 1) -

Entonces por (3.2) y dado que k™ es mas pequefio que el mddulo, por lo tanto k™ es el resto,

lo cual queriamos demostrar.

En la seccién 1 vimos que la funcidn resto tiene el caracter de funcién diofantica y ya que la
funcién exponencial la expresamos como tal, entonces el Lema (3.1) y junto con lo expuesto

sobre el Lema (2.16) implican que m = k™ es diofantica.
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e El coeficiente binomial

Julia Robinson definié las funciones exponencial-diofanticas como las definibles en
términos de ecuaciones diofdnticas y de la funcién exponencial y probd que las funciones que
vamos a estudiar ahora eran exponencial-diofanticas. Ahora demostramos que los numeros

combinatorios son diofanticos.

Lema 3.3. Parak =>0,ny u>2"

G =res([* )

Demostracion:

Desarrollamos (u + 1)™ por el Binomio de Newton

n n
u+1"= Z (n) 1yl = Z (n) ut
= =
y dividimos a todo por uk,
k-1 n
= D (e () Y (e
i=0 i=k+1

i 1 . .
Por otro lado sabemos que u!™* < o la cual vale parai < k — 1, junto con (3.3) tenemos

Por lo tanto la parte entera es

I =)+ Y (= (e Y (ur=()) moaw -
i=k+1 i=k+1

Ademas, del Lema (3.3) se sigue que (Z) <2"<u

Del Lema (3.1) sabemos que la funcién exponencial es diofantica, por lo tanto (u + 1)* y u*
son diofanticas. Ademas, de la seccién 1 sabemos que la funcidon cociente también es

, u+1)" s .,
diofantica asi que ( uk) es diofantica. Por ultimo, como la funcidén resto es diofantica

entonces el coeficiente binomial es diofantico.
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§4 Conjuntos y funciones recursivas

Ahora tenemos bastantes funciones y relaciones diofanticas para poder demostrar el
Teorema de Matijasevic que nos permitird resolver el Décimo problema de Hilbert. Antes de
desarrollar el mencionado teorema debemos incluir algunas definiciones sobre funciones y

conjuntos que serdn de gran utilidad para nuestro propésito.
e Funciones recursivas

Las funciones recursivas resultan ser exactamente las funciones calculables mediante un
algoritmo. Por “un algoritmo” entendemos cualquier secuencia finita de instrucciones que nos
permita obtener tras un numero finito de cdlculos mecanicos el valor que toma la funcidn
sobre unos argumentos dados (el nimero de pasos necesarios puede depender de la magnitud
de los argumentos). Veamos primero algunas definiciones auxiliares para luego ver la

definicién formal.

Funciones recursivas elementales: Llamaremos funciones recursivas elementales a las

siguientes funciones:

* La funcidn monadica ¢, dada por c(n) = 0 para todo n.

* La funcién monddica s, dada por s(n) n + 1 paratodo n.

* Las funciones k-adicas p* para1 < i < k dadas por p¥(n, ....,ny) = n;

Observar que todas las funciones recursivas elementales se pueden calcular explicitamente en
cada caso concreto. Las funciones recursivas son las que pueden obtenerse a partir de estas
mediante la aplicacién de un ndmero finito de los procesos de definicidn los cudles son los

siguientes:

a) Una funcidn k-adica f estd definida por composicion a partir de la funcion r-adica g y de las

funciones k-adicas hy, ..., h, siy sdlo si para todos los naturales a4, ..., a; se cumple que

f(aq,...,ax) = g(hy(ayq, ..., ax), ..., hy(aq, ..., ax))

Si tenemos funciones g y h4,...,h,, la ecuacién anterior determina una funcién f sin

ambigliedad alguna.

b) Una funcion k + 1-adica f esta definida por recursion a partir de la funcién k-adica g (o del
natural a si k = 0) y de la funciéon k + 2-adica h si y sélo si para todos los naturales
ai, ..., A, n se cumple que
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f(0,ay,..,a;) = g(ay,...,a;) [f(0) =a,sik =0]
fn+1,a4,..,a,) = h(n, f(n,aq, ..., a), aq, ..., Qg)-

Si tenemos funciones g, h (o un nimero ay una funcién h), las ecuaciones anteriores
determinan univocamente una funcién f. Si disponemos de algoritmos para calcular g y h

también tenemos otro para calcular f.

¢) Una funcién k-adica f estd definida por minimizacién a partir de una funcién k + 1-adica

g si para todos los naturales aq, ..., a; se cumple
1.vng(ay,..,a;,n) =0
2.f(aq,...,ax) = un g(aq, ...,ax,m) =0 un significa "el minimo natural n"

Dada una funcién g que cumpla 1), la ecuacién 2) determina univocamente una funcién f que

sera calculable mediante un algoritmo siloes g.
Ahora si daremos la definicion formal de funcion recursiva.

Definicidn 4.1: Una funcién f es recursiva primitiva (recursiva) si existe una sucesién de
funciones f,...., f, tales que f,, es fy para todo natural i entre 1 y n, la funcidn f; esta
definida por composicion, recursién o minimizacidn a partir de funciones anteriores de la

sucesion.

Es claro que toda funcion recursiva primitiva es recursiva y la Unica diferencia entre las
funciones recursivas y las recursivas primitivas consiste en que en las primeras se admite la

minimizacién como técnica de definicidn y en las segundas no.

Ademas toda funcidn recursiva es calculable mediante un algoritmo. Mas concretamente, si f
es una funcién recursiva, una sucesion de funciones fi, ...., f,, segun la definicién determina
un algoritmo para calcular f (en el sentido de que conociendo la sucesion es facil disefiar el
algoritmo correspondiente). Mds aun, Turing demostré que las funciones recursivas son
exactamente las calculables mediante un algoritmo. Esta afirmacién se conoce como Tesis de

Church-Turing y la probaremos en la seccidn siguiente.

Veamos un ejemplo donde apliquemos las diferentes funciones recursivas elementales y los

procesos de definicién de recursidn y composicion.
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Ejemplo 4.2: La suma de numeros naturales es una funcion diddica recursiva primitiva.

Demostracion:

hy(m)=m Funcién 1-adica p]
h,(m,n,p) =p Funcién 3-adica p3
hs(m)=m+1 Funcién monadica s

hy(m,n,p) = hy (hz (m,n, p)) =p+1 Porcomposicidn
hs(m,0) = hy(m) =m Por recursion
hs(m,n + 1) = hy(m,n, hs(m,n)) = hs(m,n) + 1
Claramente hy(m,n) = m+ n.

Otros ejemplos de funciones recursivas: Todas estas son funciones recursivas porque estan

definidas por composicién, recursidon o minimizacién de funciones anteriores en la sucesion.
1) m.n m.0=20 mm+1l)=mn+m

2) Cgn)=a C,(0)=a Ca(n+1) =Co(n)

3) m" mo=1 mvt =mtm

4) n! 0l=1 nm+DI'=nl.(n+1)

5) pre(n) pre(0) =0 pre(m+1)=n

Definicidn 4.3: Una funcidn recursiva primitiva (recursiva) es de rango n si puede definirse
en n pasos sin usar proyecciones pf‘ con k > n. Es claro que sélo hay un numero finito de
tales funciones, pues sdlo hay una cantidad finita de funciones elementales de las que
podamos partir y sélo hay un numero finito de posibilidades de combinar los dos métodos de

construccion de funciones en n pasos.

Ejemplo: Como vimos mds arriba la funcién factorial es recursiva. El rango de n! es n, ya

que esta se define en n pasos por composicién de la funcién multiplicacidn:

n=nm-Dl=nn-1D.(n-2)!=--=nn-1).(n—-2)..3.2.1
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e Conjuntos recursivos

Definimos ahora los conjuntos recursivos. Intuitivamente sabemos que los conjuntos
recursivos son los listables. Cuando hayamos probado la tesis de Church-Turing veremos que
un conjunto es recursivo si existe un algoritmo que determina si un nimero natural dado

pertenece o no al conjunto.

Definicion 4.4: Sea A un conjunto de numeros naturales. Llamaremos funcion

caracteristica de A a la funcién monddica dada por

X (n):{l sinestien A
4 0 sinnoestiend

Diremos que el conjunto A es recursivo (primitivo) si la funcién X, es recursiva (primitiva).

Es decir que un conjunto es recursivo si tenemos un medio para determinar si un elemento

pertenece o no a dicho conjunto.
Teorema 4.5: Todo conjunto finito es recursivo primitivo.
Demostracion:

Veamos primero que si k es un nimero natural, el conjunto {k} es recursivo primitivo. Ello se
debe a que la funcién dada por f(x) = x siy sélosix = k es recursiva primitiva ya que x =

k puede escribirse como la funcién k-adica pi (x) = x y claramente X, (x) = p1 (x)
Para un conjunto A = {ky,..., ky,} tenemos que X, = X(x,}, .-, X(k,,}- A es recursivo.
Ejemplo: El conjunto de las potencias de 2 es un conjunto recursivo.

Dada la funcién f(n) = 2" /n € N. Esta funcién es recursiva ya que esta definida por

composicion de funciones primitivas: es el doble del anterior en la sucesién.
fi(ny) = 2™
f2(ny) = 2.f1(ny) = 2.2™
f puede escribirse como la funcién k-adica pi (n) = 2™.

Si llamamos 4 al conjunto A = {21,22,23 ..., 2"}, entonces X,(n) = pi(n) = 2™. Por lo tanto

A es recursivo.
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Definicién 4.6: Un conjunto de nimeros naturales A es recursivamente numerable
(r.e.) si es la imagen de una funcién mondadica recursiva o si A coincide con el rango exacto de

una funcion recursiva.

Ejemplo: El conjunto anterior definido A = {21,22,23...,2"} es recursivamente

enumerable.

Como dijimos en el ejemplo anterior f(n) = 2™ /n € N es recursiva. El rango de f es
. n . L
n ya que para obtener el nimero 2™ en la sucesién la funciéon f debe componerse n veces

como lo detallamos en el ejemplo anterior.
Entonces, A =rang(f) = {f(1), f(2),f(3), ..., f(n)}. Por lo tanto A es r.e.
Teorema 4.7: Todo conjunto recursivo es recursivamente enumerable.

Demostracion: Por definicion A es recursivo = X, es mondadica recursiva. Esta
funcién lista todos los elementos de A. Entonces A es la imagen de una funcién monadica

recursiva. Por lo tanto A es recursivamente enumerable.

Sin embargo, existen conjuntos recursivamente enumerables los cuales no son

recursivos.

A fin de dar un ejemplo para mostrar que no siempre vale la doble implicacién del teorema 4.7
ahondaremos aun mas en la teoria de la recursion. Para el sélo hecho de demostrar la

existencia de algin ejemplo daremos algunas definiciones basicas.

Sea A c X. Diremos que A es productivo si existe una funcién recursiva f tal que
Vi(Wyc A= f(x) e A—W,)

La funcidn f se llama funcion productiva de A.

Entonces: A es productivo = A no esr.e. Si W, c A entonces W, U {f(x)} es un conjunto r.e.

Por otro lado, A es creativosiesr.e.y A es productivo

Un conjunto productivo es un conjunto para el que la prueba de ser no r.e. se realiza
recursivamente. Un conjunto creativo es un conjunto r.e. para el que la prueba de ser no
recursivo se realiza recursivamente por medio de una funcion productiva de su

complementario.

Entonces, A es creativo = A es r.e. pero no recursivo.
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Con estas definiciones estamos en condiciones de dar un ejemplo concreto:
K = {x: x € W,} no es productivo, ya que como dijimos previamente es r.e.

K = {x:x & W,} es productivo por definicién ya que K no es r.e.

K es creativo pues es r.e. y su complemento es productivo. Entonces, K es r.e. pero no

recursivo.

Teorema 4.8: Un conjunto A es recursivo si y solo si A y su complemento A son ambos

conjuntos recursivamente enumerables.

Demostracion:

A es recursivo = A esr.e. (Por el teorema 4.7)

A es recursivo, por lo tanto por definicidon de conjunto recursivo:

1sin€eA
XA(”)‘{O sing A

Negando miembro a miembro

0singd
1sined

Xa(m) = {
Por lo tanto, por definicién, 4 es recursivo = A es r.e. (Por el teorema 4.7).
=:
A esr.e.= 3f(n) recursiva que tiene como imagen al conjunto A.
Aesr.e.= 3g(n) recursiva que tiene como imagen al conjunto A.

Armo una funcidn caracteristica:

X,(n) = {1 sin pertenece a la imagen de f
A =10 sin pertenece a laimagen de g

Considerando las funciones f y g definidas:

1sined
XA(n)_{O sing A

Por definicion, A es recursivo.
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e funciones parciales

Para luego demostrar la tesis de Church-Turing necesitamos introducir una clase mas
general de funciones: las funciones parciales. Estas son necesarias para comprobar si una

funcién es recursiva o no.

Veamos primero un ejemplo donde disponemos de un algoritmo para calcular f;,(n) para
cualquier par de nimeros m y n. Recordando la definiciéon de rango de una funcién recursiva,
s6lo tenemos que enumerar todas las funciones de rango 1 y contar todas las que sean
monadicas, luego todas las de rango 2, etc. hasta que la suma total de funciones monadicas
iguale o exceda a m. Entonces, si esto ha sucedido al considerar las funciones de rango k, las
ordenamos segun el criterio explicito prefijado para las definiciones y nos quedamos con la
definicién de la funcidn monddica que hace el nimero de orden m. Esta es f,;, y, como
tenemos su definicién, a partir de ella podemos calcular f,,,(n). De este modo, tenemos
definida una funcién diadica f(m,n) = f,,(n) que sabemos calcular mediante un algoritmo.
De hecho, es posible precisar todos los cdlculos que hemos descrito para calcular f

explicitamente y comprobar que satisface la definicidon de funcidn recursiva.

Sin embargo, no disponemos de ningln algoritmo para enumerar explicitamente las
sucesiones que definen funciones recursivas y el problema estd en las definiciones por
minimizacién, ya que no sabemos si cumple o no la condicion requerida en este proceso de
definicion. Aunque podamos enumerar todas las “posibles” definiciones de funciones
recursivas de rango k, como hicimos en el ejemplo, no estd claro que sepamos distinguir

cuales de ellas son validas.

El hecho de no saber si una definicion es correcta o no, es un inconveniente técnico que

necesitamos resolver, para lo cual introducimos las funciones parciales.

Una funcidn parcial n-adica f es un criterio bien definido que a ciertos grupos de n naturales
ay, ...,a, repetidos o no y en un cierto orden les asigna otro numero natural que
representaremos por f(ay, ..., a,). Diremos en este caso que f esta definida para a4, ...,a, o

que f(aq, ..., a,) esta definido.

Asi como las funciones recursivas son las que pueden obtenerse a partir de las elementales
mediante la aplicacidon de un nimero finito de los procesos de definicidn, los mismos son los

que se utilizan para las funciones parciales y son los siguientes:
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a) Una funcidn parcial k-adica esta definida por composicidn parcial a partir de las funciones
parciales g (r-adica) y hq, ..., h, (k-adicas) sif estd definida exactamente para aquellos

naturales aq, ..., a; tales que estdn definidas
hi(ay, ...,a )@ =1,..,1) y g(hi(ay, ..., a), ..., hy(ay, ..., ar)) y se cumple

f(aq,...,ax) = g(hy(ayq, ..., ar), ..., hy(aq, ..., ax))

b) Una funcidn parcial k + 1-adica esta definida por recursion parcial a partir de la funcion
parcial k-adica g (o del nimero natural a si k = 0) y la funcidn parcial k + 2-adica h si f

esta definida exactamente para aquellos naturales a4, ..., a, n tales que
g(ay, ...,a;) estadefinidosik =0
f(u,ay, ..., a;) esta definido paratodou < n,
h(y, f(u,ayq, ..., ax),ay, .., ;) estd definido paratodou < n,
y se cumple
f(0,ay,..,ar) = g(ay, ..., ax)
fn+1,a4,..,a,) = h(u, f(w,aq, ...,a,), a1, ..,a;) SI0<Su<n

¢) Una funcion parcial n-adica f esta definida por minimizacion parcial a partir de una funcién
parcial n + 1-adica g si f esta definida exactamente para aquellos naturales ay, ..., a,, tales

que existe un natural m que cumple
1) Si k < mentonces g esta definida para aq, ..., a,, k
2)g(aq,...,a,,m) = 0ysecumple
f(aq,...,ay) = umg(ay,...,a,,m) = 0
Una vez nombrados los procesos de definicion ahora tenemos la definicion formal:

Definicion 4.9: Una funcidén parcial f es recursiva parcial si hay una sucesién de
funciones f, ..., f, tales que f,, es f y cada f; es recursiva elemental o estd definida por

composicion, recursidon o minimizacion parcial a partir de funciones anteriores de la sucesion.

Obviamente, toda funcidn recursiva es recursiva parcial.
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§5 Maquina de Turing y la Tesis de Church-Turing

El argumento de Turing para probar que las funciones recursivas coinciden con las
funciones calculables mediante un algoritmo se basa en el concepto de maquina de Turing.

Esta solo pueden reconocer conjuntos recursivamente enumerables.
e Modquina de Turing

Una maquina de Turing es un concepto abstracto de la misma naturaleza que una
teoria axiomatica, es decir, un sistema conceptual que fundamenta una serie de afirmaciones

objetivas, para las cudles veremos una serie de definiciones.

Una maquina de Turing consta de una cinta infinita dividida en infinitas casillas
contiguas infinitamente prolongable tanto a izquierda como a derecha. Cada casilla puede
estar en blanco o tener impreso un signo de entre los de una lista finita que llamaremos
alfabeto: s, ..., s; (j = 1) fija para cada maquina particular. Escribiremos s, para nombrar al
“blanco” (o no escribiremos nada) y asi la situacion posible de una casilla serd una de entre
So, -, Sj- En cualquier momento la cinta tendra un numero finito de casillas impresas (con

signos distintos de s;). El estado de la cinta en un momento dado lo llamaremos situacion.

&l

)

En cada instante la maquina se encontrara en un estado de entre un ndmero finito posible de
ellos qq, ..., qx (k = 1) fijo para cada maquina particular. A g4 le llamaremos estado inicial, es
el estado en que se encuentra la mdquina cuando empieza a funcionar. El estado de la
maquina y el signo escrutado determinan la configuracion de la maquina en un instante dado.
Entonces una maquina de Turing se compone de una funcién que a cada configuracion activa
(Sa,qp) le asigna una terna (s.,M,qy), donde s. , M y g4 son, respectivamente, el signo
impreso, el movimiento realizado I, D o C (izquierda, derecha o centro) y el estado al que se
pasa, todo esto cuando la configuracién es (s,, qp)- A esta funcidn se le llama programa de la

maquina.

Llamaremos representacion de los numeros a4, ..., a, a la situacién que consta de n secuencias
de a; + 1 signos s consecutivos cada una, separadas por un blanco. Llamaremos
representacion normal o posicion normal de los naturales a4, ...,a, a la representacidn de

a,, ..., ay cuando la casilla escrutada es la ultima casilla impresa de a,,.
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Definicion 5.1: Una maquina de Turing M computa la funcién parcial n-adica f si
cuando M comienza con los niumeros a4, ...,a, en posicion normal y el resto de la cinta en

blanco, termina con la representacién normal de

A1, ey A, (g, o005 G)

en el caso de que f(aq, ..., a,) esté definido. Si f(a4, ..., a,) no esta definido entonces M no

se detiene.

Una funcién recursiva parcial es computable si hay una maquina de Turing que la

computa. Una maquina de Turing M computa la funcién parcial n-adica f.
Ejemplo: Si f(2,0,3) = 0y M computa f, cuando M comienza con

1

y termina con: (el guién sobre s indica que esta en posiciéon normal)

e Tesis de Church-Turing

Sabemos que toda funcidn recursiva es calculable mediante un algoritmo. El siguiente teorema

explicita este hecho.
Teorema 5.2: Toda funcion recursiva parcial es computable.
Demostracion:

Por induccién sobre el nimero r de funciones de una sucesion que definaa f. Sir = 1 se

trata de una funcion recursiva elemental.

Supongamos ahora que f se define en r pasos y que todas las funciones definibles en menos
de r pasos son computables (hipdtesis inductiva). Distinguimos tres casos, segin que f se
defina por composicién, recursién o minimizacidon a partir de funciones anteriores (que por

hipdtesis de induccidn serdan computables).

Caso a) Lafuncidn f esta definida por composicion a partir de las funciones g y h:
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f(aq,...,ay) = g(hi(aq, ..., an), ..., Ay (ay, ...,a,)) , donde las funciones g y h; son

computables por maquinas My y Mj, respectivamente (hipotesis de induccion).

Como vya dijimos una funcidn recursiva parcial es computable si hay una maquina de Turing

que la computa. Entonces, veamos que la funcién f es computada por la maquina:
— n n n
My = KnMp, InsiMp, Insq o InpaMp Ion- s+ 1lim-2m+n+2 - lonr1)+mMg LB
Veamos en que consisten cada una de las maquinas con las que se compone My.

Supongamos definido f(ay, ..., a,). Si My empieza con ay, ..., @, , en primer lugar K, copia

a, ..., Ay con unvacio en medio: a4, ..., a,, ,a4,...,0,
Luego My, calcula hy(ay, ..., ap):

A1, ey Ay, 5 A1, ey O, Ry (aq, .., Q)

Ahora I}/, copiaay, ...,a, y My, calcula hy(ay, ..., ap):

A, e Ay, 5 A1y ey Ay Ry (Qq, o, an), A4, vy An, Ro(ay, -, Gy)
Tras haber actuado Mj,_ tenemos
A1, e Apy 5 A1y ey A, Ry (@4, ooy @), ey Qg ey Ay, B (@4, -, Q)

Luego las maquinas Im—2)(n+1)+2 - lom+1)+m copian hqi(ay, ..., an), ..., hpm(ay, ...,an) 'y
entonces M, calcula la imagen de estos ndmeros por g, o sea, calcula f(ay,..,a,). La

situacion de la cinta es entonces:

A1y s Ay 5 X1y oo Xy (A4, ooy Q)

La maquina L borra x4,..,x, y B borra el vacio intermedio, hasta quedar

ay, ., Ay, f(aq, ..., ay)

Si f(ay, ..., a,) no esta definida, entonces no lo esta alguna de las funciones g, h4, ..., h,, , por

lo que la maquina correspondiente no se paray My tampoco..
Caso b) La funcidn f esta definida por recurrencia a partir de las funciones g y h, es decir:
f(0,ay, ...,a,) = g(ay, ...,a)

fla+1,ay,..,a,) =h(a, f(a,ay, ..., ay),az, ..., ay).
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Por hipdtesis de induccion existen méaquinas My y My, que computan a g y h respectivamente.
Razonando de forma similar al caso anterior es facil ver que la funciéon f es computada por la

maquina:

LLB
My = KMy, E hLB

Clyl 23 Myl 3 FE

A S

Observacion: Detallaremos el comportamiento de las maquinas 4, C,E y F ya que en el caso

anterior no estaban incluidas.
A: imprime sobre un espacio vacio.
C: Cuando empieza con un nimero en posicién normal va dos lugares a la derecha e imprime.

E: Cuando empieza con un numero en posicion normal toma la salida 0; o 0, segin sea 0 o

distinto de 0 y termina en posicién normal.

F: Cuando comienza en una casilla impresa, borra y va una casilla a la izquierda.

Caso c) La funcidn f esta definida por minimizacidn a partir de las funciones g y h:

flaq,...,ay) = pxg(aq, ..., an,x) = 0.

Por hipétesis de induccion existe una maquina M, que computa a g. Entonces la funcién f es

computada por la maquina:

I,LB
M; = K,CM,E

T "3 A —

De este modo, para cada funcién recursiva parcial f sabemos construir explicitamente una

maquina de Turing que la computa. Por lo tanto toda funcién recursiva parcial es computable.
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§6 Teorema de Matijasevic y solucion al décimo problema de Hilbert

A lo largo de todo el trabajo hemos demostrado algunas propiedades y teoremas que son
importantes para la demostracion del teorema de Matijasevic. En primer lugar, en la seccién 4
demostramos que la funcidn exponencial es recursiva y en la seccidn 3 que es diofantica
(Recordemos que una ecuacion diofantica es una ecuacion polindmica, por este motivo hemos
demostrado el caracter diofantico de la funcidon exponencial). Este es un hecho crucial para
resolver el décimo problema de Hilbert, asi como también que toda funcién recursiva es
computable y que no todo conjunto recursivamente enumerable es recursivo. Este hueco
entre los conjuntos es lo que hace posible demostrar la insolubilidad algoritmica. Ahora
veremos la razén. Lo que serd demostrado aqui es inexistencia de solucidon del décimo
problema de Hilbert, es decir la no existencia de un algoritmo de soluciéon sobre nimeros

enteros para una ecuacion diofantica.
e Teorema de Matijasevic

El Teorema de Matijasevic afirma que todo conjunto recursivamente enumerable es
diofantico. Para escribir este enunciado en forma simbdlica supongamos que A(ay, ..., a,;,) €s

un conjunto r.e. y usando la definicidn 1.1 de conjuntos diofanticos queda:

Teorema 6.1: Todo conjunto r.e. A(ay, ..., a;,) puede ser representado en la siguiente

forma:
A(ay, ..., ay) © (3xq, .., x)[P(aq, .., Ay X1, e Xp) = 0]

Como hemos definido en la seccidon 4 un conjunto es r.e. si coincide con el rango exacto de
una funcidn recursiva (Definicion 4.7). Ademas, una funcidn recursiva es computable y esta
tiene como imagen al conjunto r.e. Entonces si tenemos como hipétesis que el rango de una
funcién recursiva f coincide con el conjunto A4, por lo tanto A es r.e. el teorema anterior se

reduce a probar el siguiente teorema:
Teorema 6.1.1: Toda funcidn recursiva es diofantica.
Demostracion:

En primer lugar observamos que las funciones recursivas elementales son claramente

diofanticas aplicando la definicion 1.2:

y=cx)eoy=0
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y=s(x)e=sy=x+1

y =pf(xy, e, xp) Sy = x;

Como vya dijimos, las funciones recursivas son las que pueden obtenerse a partir de las

elementales mediante la aplicacidn de un numero finito de los procesos de definicidon los

cuales son: composicidn, recursién y minimizacién. Como las funciones recursivas elementales

son diofdnticas debemos demostrar que las funciones recursivas que se obtienen a partir de

estas también son diofanticas.

Ahora veamos, que las funciones recursivas obtenidas mediante estos procesos son

diofanticas.
a) La composicion de funciones diofanticas es diofantica:

h(xll ""xn) = f(gl(xll ...,Xn), 'gm(xlf "'fxn))

Entonces

Y =h(xg, ., %) VY1, e, Vi (V1 = g1 (X1, s X)) A e vt A Yy
= gm (X1, o, X) Ay =hy, e Ym))

Claramente h es diofantica.
b) Veamos ahora que si
h(xq, ooy X0, 0) = f(xq, on, X))
h(x1, o, Xp, t +1) = g(t, h(xq, oo, Xy ), X1, oe s X))
y las funciones f y g son diofanticas (elementales), entonces h también lo es. En efecto,
y=h(xq, .., xp,2) ©VUuENNMvENW =S50,n) Av=f(xq, ..., %))
ANFteEN(t<z-t=zVVveNw=S5(t+1u)
Av=g(t,S(tu),xqg, ..., x2))) Ay =S(z,u)),
Esto prueba que h es diofantica, ya que cumple la definicién.
El cason = 0 es similar:

y=nh(x,z) & Vue NWVveNw=S500,n)
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Av=f@)DAFteEN(t<z->t=zVVweENw=S{t+1u)
Av =gt S(tu),x)) Ay =S(z,u)),

¢) Por dltimo, si h(xq,...,x,) = uyf(xq,...,x,,¥) = 0y f es diofantica (funcién elemental),

entonces h también lo es, ya que
Yy =h(xy, ..., xn) ©VZEN(Z = f(xg, ..., %0, ¥) Az = 0)
ANFteEN(t<y->t=y VVu€eNu = f(xq, ..., xp, t) Au>0)))
Esto ultimo prueba que h es diofantica, ya que cumple la definicidn.

Como las funciones recursivas obtenidas mediante composicidn, recursion y minimizacion a
partir de las elementales también son diofanticas. Por lo tanto, toda funcién recursiva es
diofantica. Con esto queda demostrado el teorema 6.1.1. y por las explicaciones dadas mas

arriba también el teorema 6.1.

Entonces, que una funcién recursiva sea diofantica implica que todo conjunto r.e. es diofantico

ya que la imagen de esa funcidn recursiva es el conjunto 4, el cual es r.e.

e Solucidn negativa al décimo problema de Hilbert.

Recordemos que el décimo problema de Hilbert pedia un procedimiento mecanico que
determinara la solubilidad o insolubilidad de una ecuacién diofantica en los enteros. Para
finalmente probar que este problema no tiene solucidn, primero demostraremos un lema

previo para el cual necesitamos una funcién y un conjunto definidos como sigue.

Retomando los conceptos vistos en la seccidn 5: Sea M una mdaquina de Turing que devuelva el
mayor niumero de registro R;(i) y se detenga. Aqui llamaremos registro a lo que definimos en
la seccion anterior como signo: sy, ..., Sj (j = 1) para no generar ambigliedad en el lenguaje.
Entonces, sea R(¥) el mayor valor generado por este proceso, es decir por medio de una
maquina con £ instrucciones como algoritmo y con la configuracién inicial: cero en todos sus
registros. Por ejemplo R(1) = 1y R(2) = 2. En la primera el algoritmo es que se incremente 1

a R; = 0yen lasegunda dos veces este procedimiento.

R(¥) es una funcidn creciente en £. Esto es, R(¥) < R(£ + 1).
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La funcidon R(¥) es una funcidén recursiva ya que es computable mediante una maquina de

Turing y ademas esta definida por composicién de funciones anteriores.
Consideremos ahora el siguiente conjunto:
S={k:keNAk <R}

Donde k son los naturales que va generando la funcién recursiva R(#) mediante la maquina de

Turing M.
El conjunto S es r.e. ya que es la imagen de la funcion recursiva R(£) y ademas
S =rang(R(®)) ={R(1),R(2),..,R(®)}.

Lema 6.2: Sea f cualquier funcion calculable. Entonces, para ¢ suficientemente

grande, f(¥) < R(¥).
Demostracion:

Asumamos que la funcién calculable f es una funcién creciente. Por ser calculable existe una
maquina de Turing N que calcule la funcién f. Supongamos que N tiene c instrucciones como
algoritmo. Sea F la maquina de Turing obtenida al adherir la instruccion “sumar 1” al final del
algoritmo de N. Entonces F tiene ¢ + 1 instrucciones como algoritmo y calcula el valor f(x) +

1.

Ahora consideremos una maquina de Turing D con 5 instrucciones como algoritmo y esta tiene
la propiedad que comienza con x en el registro R,, es decir R, = x y cero en R,y que termine
con Ry = 2x y se detiene. Por otro parte para cada x, sea M, una maquina de Turing con la
propiedad que cuando comience el calculo, tenga R, = 0y al terminar R, = x. Es decir, tiene

X instrucciones como algoritmo.

Si consideramos la maquina F(D(M,)) tiene c+ 1+ 5+ x = x4+ 6 + ¢ instrucciones como
algoritmo. Por ser F(D(M,)) una composicion de algoritmos esta maquina con sus registros
en cero al comenzar produce el valor F(D(x)) = F(2x) = f(2x) + 1 y se detiene. Asi el
mayor valor producido por esta maquina con x + 6 + ¢ instrucciones como algoritmo es
R(x+ 6+ c) = f(2x) + 1. Donde R es la funcién recursiva definida mas arribay £ = x + 6 +

c. Luego para cada x
f(2x) <R(x+6+¢)

Cuando x=6+c,
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entonces x +x=>x+6+c = 2x=x+6+c.
Como f es creciente tenemos que f(2x) = f(x + 6 + ¢).
Seaf=x+6+c,entonces f({) = f(x+6+¢c) < f(2x) <R(x+6+c)=R(¥)

Podemos establecer que R(x + 6 + ¢) = R(¥) por definicion de la funcién R ya que es el

mayor valor producido por la maquina F(D(M,.)) con x + 6 + c instrucciones.
Por lo tanto, f(£) < R(¥). El lema ha sido probado.

Observacion: En toda la prueba anterior se entiende como “maquina” no como una maquina

real sino como un conjunto de instrucciones que conforman el algoritmo de funcién calculable.
Teorema 6.3: No existe un algoritmo que resuelva el décimo problema de Hilbert.
Demostracion:

Supongamos que existe un algoritmo que resuelva el décimo problema de Hilbert. Es decir,
supongamos que existe un procedimiento mecdnico que en un numero finito de pasos permita
decidir si una ecuacidn diofantica tiene soluciones enteras o no. Entonces, teniendo la funcion
recursiva R definida en este apartado, la cual es calculable por la tesis de Church-Turing, por la
cual se obtiene el conjunto S r.e. que es diofantico por el teorema 6.1, podemos aplicar el

lema 6.2 y tendriamos ¢ suficientemente grande tal que R(¥) < R(¥). iAbsurdo!.

Asi el décimo problema de Hilbert no tiene soluciéon ya que si R es recursiva (calculable)
entonces es diofantica por el teorema 6.1.1 y al obtener un absurdo del lema 6.2 significa que

no existe un algoritmo que permita decidir si una ecuacién diofantica tiene solucién o no.

Mas aun, segun la definicion de maquina de Turing M se detiene en el caso de que
f(ay, ..., a,) esté definido terminando con la representacion de todos los valores obtenidos
ai, ..., ay, f(aq, ...,a,), este es el conjunto diofantico. Si f(ay,..,a,) no esta definido
entonces M no se detiene. Lo cual indica que la ecuacién diofdntica no tiene soluciéon y segun
lo que obtuvimos de aplicar el lema 6.2 no puede ser calculado por una mdaquina de Turing una

funcidn recursiva en la que si estd definido f(a4, ..., a,) - De aqui proviene el absurdo.

Con la demostracion de este teorema se completa el propdsito de este trabajo.
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Conclusion

En el décimo problema de Hilbert se pide determinar un procedimiento mecanico que
determine en un nimero finito de pasos si una ecuacion diofdntica tiene soluciones enteras o

no. En realidad lo que pedia Hilbert era un algoritmo que solucione el décimo problema.

Hilbert estaba interesado en una solucidon positiva del problema. Existen varias

versiones que explican el interés de Hilbert:

o Deseaba extender la teoria de formas cuadraticas indefinidamente a mas variables.

o El pensaba que era posible eliminar los detalles y la prueba abstracta en la solucién de
problemas (solucionar el Entscheidungsproblem de Hilbert).

o Fue una manifestacidn de su fe en la habilidad de los matematicos para resolver todos

los problemas matematicos que el encontré y no habia solucionado.

Inmediatamente después de la demostraciéon de Matijasevic surgieron nuevas pruebas
usando sucesiones de soluciones de la ecuacién de Pell, hechas por los matematicos Dauvis,

Chudnosky y Kosovskii.

Debido a la insolubilidad del décimo problema de Hilbert se produjeron consecuencias
importantes. Una de ellas es que debe existir un polinomio que genere todos los numeros
primos. Ya que posteriormente se demostré un teorema que establece que todo conjunto r.e.
de numeros naturales coincide con los valores no negativos de cierto polinomio en Q y se
considerd el conjunto de los numeros primos el cual es r.e. En consecuencia, existe un

polinomio explicito de grado 25 en 26 variables.

Otra implicacion muy importante de la solucidon negativa del décimo problema de

Hilbert es el teorema de incompletitud de Gédel demostrado en 1931.
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