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Aurribo, ahora, al inefable centro de mi relato; empieza aqui mi desesperacion
como escritor. Todo lenguaje es un alfabeto de simbolos cuyo ejercicio
presupone un pasado que los interlocutores comparten; ;Cémo transmitir a
los otros el infinito Aleph, que mi temerosa memoria apenas abarca? [...] Por
lo demaés, el problema central es irresoluble: la enumeracion, siquiera parcial,
de un conjunto infinito. [...] Lo que vieron mis ojos fue simultaneo; lo que
transcribiré, sucesivo, porque el lenguaje lo es.

J.L.Borges

In the end we shall make thoughtcrime literally impossible, because there
will be no words in which to express it. Every concept that can ever be
needed will be expressed by exactly one word with its meaning rigidly
defined and all its subsidiary meanings rubbed out and forgotten.

George Orwell

A mi madre y a aquellos que estuvieron y estan presentes

Sub specie aeternitatis
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0: Nuestra Tesis’.

En el trabajo subsiguiente nos proponemos demostrar, entre otras cosas, que es posible
una construccion de la teoria de la medida de Lebesgue en la cual no se introduzcan los
conceptos de medida interior, invariancia bajo la translacion ni el axioma de eleccion, la
cual es suficiente para definir la integral de Lebesgue y probar sus propiedades.

Esto es importante, ya que en la aplicacion de la teoria de la medida de Lebesgue al

analisis real nos demandan una axiomatizacion de la medida para conjuntos de R”",

muchos de los cuales son no acotados pero necesitan de una medida. Ademads, en

general, los conjuntos en analisis real son partes de un conjunto no acotado R", a
diferencia de los conjuntos de un espacio de probabilidades, donde también se aplica la
teoria. Si la teoria de la medida usada parte de una definicion de la medida de Lebesgue
a partir de la medida interior y exterior, la extensiéon de la medida a conjuntos no
acotados es menos natural y no representa de forma consecuente los conceptos del
analisis real. En efecto, en las aplicaciones a la teoria de la medida, el conjunto de
posibles medidas de conjuntos esta acotado (tenemos una medida que es cota superior,
de hecho méximo) por la medida 1 del evento cierto. Cosa que no pasa en analisis real,
el conjunto de todas las medidas finitas no es un conjunto acotado.

De ningtiin modo afirmamos que una teoria matematica tenga que representar el proceso
intuitivo que le dio origen, pero es innegable que adoptar una axiomatizacién que si lo
haga, por sobre una que no, no es matematicamente incorrecto. Ademas la eleccién
representa la idiosincrasia de los autores referente a la matematica como ciencia
susceptible de transmision mas que como un corpus hermético de conocimientos
reservados a ciertos técnicos especializados de elites matematicas. Enfatizo, que ésta
exposicion de las ideas de los autores es parte de la fundamentacion de la tesis (creemos
que es la més importante) que de otro modo podria pasar como vacia de significado.
Retomando la fundamentacion técnica, la tesis tiene como objetivo, también, demostrar
que no se pierde en generalidad ni abarcamiento si en la teoria de la medida se prescinde
del concepto de medida interior. Es mas autn, el presente trabajo pone de manifiesto la

naturaleza complementaria de la medida interior en la teoria de la medida de Lebesgue

" Aclaro que he decidido redactar la presente tesis utilizando el plural mayestatico por razones de uso y
costumbre y no con intensiones de imponer sobre mi autoridad o dignidad alguna.
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ya que se demostrara que de ser necesario, es posible introducirla en nuestra
axiomatizacion de la misma.

En lo que respecta a la exposicion, se hard de la siguiente forma, primero daremos una

teoria parcial de la medida aplicada a conjuntos de R” dotados de la topologia y métrica
usuales dentro de los marcos de la teoria de Zermelo-Fraenkel con el axioma de
eleccion (desde ahora, teoria de conjuntos ZF-C) y luego, basdndonos en ésta, daremos
nuestra teoria axiomatica general aplicable a todo conjunto dentro de los margenes de la
teoria de conjuntos de Zemelo-Fraenkel (teoria de conjuntos ZF de ahora en adelante)
eventualmente expandible a ZF-C ya que en nuestra axiomatica no entra en juego el
axioma de eleccion. De esta forma cumplimos con la exigencia de toda exposicion
axiomatica de demostrar su desarrollo y verificar que ésta no es trivial exponiendo,
cuanto mas no sea, un modelo de ella.

Entonces nuestra tesis consta de dos partes fundamentales, una semantica, la exposicion
del modelo y la otra sintactica, el desarrollo de la teoria. Estas dos, consumaran nuestro
objetivo y nos permitiran, por afadidura, extraer una serie de consecuencias
complementarias a la tesis que seran expuestas en la conclusion.

Sin més, pasamos al cuerpo del trabajo.
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1: Conceptos Previos

1:1 Los intervalos de R" y sus propiedades

Definicion 1:1.1 Intervalos de R"”. Un intervalo en R" es un conjunto de la forma

I =1 x..xI endonde, para cada 1<i<n, I, es un intervalo acotado de R, es decir
no consideramos intervalos a los conjuntos de la forma

(=0,a),(a,+%),(~%,a],[+w,a). Si todos los intervalos de R son cerrados, entonces

I es un intervalo cerrado, si en cambio son todos abiertos, el intervalo es abierto. Si

alguno de los I, es vacio, entonces el intervalo de R" es vacio, es decir el conjunto

vacio es un intervalo de R". El conjunto [a,a]={a} también es un intervalo.

Teorema 1:1.1 La interseccion de dos intervalos de R” es un intervalo de R".

Demo: En efecto, sean / =1, x...x1, y J =J, x...xJ, intervalos de R". Entonces

INJ =1 x..xI,NJ x..xJ, =(I,NJ)x..x(1,NJ,)

lo que prueba la tesis ya que la interseccion de dos intervalos de R es un intervalo. En

efecto, si tenemos: I, =(a,,b,) e I, =(a,.b,), entonces
I,N1,=(max{a,a,},min{b,b,}). Ya que si xel, I, debe cumplirse qué
x>a, Ax>a, y esto implica que x>max{a,,a,}. También, x<b Ax<b, es decir
x<min{b,b,}. Esto da una inclusién. La otra, x>max{a,,a,} y x<min{b,b,}

implica que a, <x <b, y a, <x<b, que nos da la otra inclusiéon O

Definicion 1:1.2 Conjuntos elementales. Un conjunto de R"” es un conjunto elemental

si es la union de un niimero finito de intervalos disjuntos de R". Por lo tato, todos los
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intervalos son conjuntos elementales. Se sigue inmediatamente que la unién de dos

conjuntos elementales disjuntos es un conjunto elemental. En efecto, sean:
A:UIIi A B:UIJJ.,
i= Jj=

conjuntos elementales, entonces:

ans=Unn0s, =0 1000 20000
i=1 j=1 i=1 j=1 i=l j=1
luego la interseccion de dos conjuntos elementales es un conjunto elemental, es facil ver

que los intervalos /,(1J; son disjuntos dos a dos. Por induccién se llega a que toda

interseccion finita de conjuntos elementales es un conjunto elemental.

Es facil ver que la union de dos intervalos no es un intervalo y que la diferencia de

intervalos tampoco es un intervalo.

Por ejemplo sean (1,2) y (3,4] su unién no es un intervalo. De la misma forma si

tomamos como ejemplo (1,8)x(2,9] y le restamos (2,3]><[5,6] obtenemos un

conjunto que no es un intervalo.
Pero, sin embargo, si se cumple que la union y la diferencia de intervalos es un conjunto
elemental. Mas adelante vamos a demostrar esto, que no es un resultado obvio aunque

lo parezca.

Teorema 1:1.2 Si A y B son conjuntos elementales de R” y R", entonces, su

producto es un conjunto elemental de R"™.
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Demo: Sean 4= U[ y B= UJ donde las familia® {Ii} es disjunta dos a dos y

Jj=1

{J,} es también disjunta dos a dos’, entonces:

wn=(n0, 0001
i=l j

En donde, /,xJ, es un intervalo de R"™™. Ahora bien, si 7, xJ; #1,xJ,, debe ser

I,#1,0J;#J,. Luego,obien, I,([, =D o J,1J, = . Entonces:
(1 xJ )N (1T, )=(LN1L)x(J,NT, ) =D

lo que prueba que Ax B es la unidon de un nimero finito de intervalos disjuntos, o sea,

un conjunto elemental O

Teorema 1:1.3
1: Si /,J son intervalos de R", 7 —J es un conjunto elemental.
2:Si A y B son conjuntos elementales, 4— B lo es también.

3:Si A y B son conjuntos elementales, 4J B lo es también
Noétese que en el ultimo punto no se exige que los conjuntos sean disjuntos.

Demo: 1: Si n=1, ya se sabe de analisis, que /—Jes a lo sumo la uniéon de dos
intervalos disjuntos. Supongamos que el teorema vale para n=h y veamos que es
cierto para n=h+1,Sean I =1'xI" y J=J'xJ" intervalos de R"", con I',J'eR

y I",J"eR" intervalos, como:

2 Uso las letras maytsculas y minasculas como si fueran distintos simbolos del lenguaje. O sea que I no
representa lo mismo que i .

3 Si para todo I, e {]j}jej tenemos que I, N/, =D < j#i , decimos que la familia es disjunta dos a

dos o que sus conjuntos son disjuntos dos a dos o a pares. A veces tan solo diremos que la familia es
disjunta.
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I—J=(I'xI")=(J'xJ")
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(1< YN (T xJ") UL 1) (%) O (1 )N (7 %) |
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Aplicando lo visto en el teorema anterior y teniendo en cuenta que I'—J' < R es a lo
sumo la union de dos intervalos disjuntos,

(I'=J')xI"=(AUB)xI"=(AxI")U(BxI") o sea es la unién de dos intervalos
disjuntos de R"" o sea es elemental. El conjunto ('(1J")x(/"—J") es un conjunto
elemental por teorema 1:1.2 ya que (I '‘NJ ’) es un intervalo de R ,o sea un conjunto

elemental. Y (/" —J") es un conjunto elemental por hipdtesis inductiva.

2: Como A y B son Conjuntos elementales, son de la forma:
A=J1, ~ B=JJ,
i=1 j=1

en donde los intervalos son disjuntos dos a dos en cada caso. Luego

A-B :Ulll. —UIJ_]. :Q(}i —UJJ} = [
i= Jj= i=

i=1 \_j=1

=)
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m

como cada V, = ﬂ([ —J j) es un conjunto elemental (/;, —J, es elemental por 1y la
j=1

interseccion de elementales es elemental; Definicion 1:1.2) y V,(\V, =D si i#j

porque 7,1 ;=% , obtenemos la tesis.
3: Solo basta hacer, 4=AU(B—4), por 2 de este teorema y definicion 1:1.2 O

Cada conjunto elemental es la unién de finitos conjuntos acotados, los intervalos. Por lo
tanto todo conjunto elemental es acotado. Como el complemento de un conjunto
acotado no es acotado, ningiin complemento de un conjunto elemental es un conjunto

elemental.

Demostremos el siguiente teorema, que aunque parece obvio tiene una demostracion

digna de cuidado.

Teorema 1:1.4 Si el producto Ax B es la union de dos productos no vacios y disjuntos

A xB, y A,xB,, no vacios, entonces se cumple que A=4U4, , 4 N4, =3y

B=B =B, 0,sino, B=B UB,, BNB, =0y A=4 =4,.
Demo: Sabemos que

AxB=(4xB)U(4,%xB,) (1)

y supongamos que

A #A,AB #B, (2)

Podemos afirmar que 4,4, c A4 y B,,B,cB. En efecto, si xe 4, como B, #J,
existe y € B, tal que (x,y) e 4, xB,.Por (1), (x,y)e AxB,lo que implica que x€ 4.

De igual forma se demuestran las otras inclusiones.
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Si 4,cA4cAy B,cBcB, (4xB)N(4,xB,)#D contra la hipétesis. Lo
mismo si 4 c A, c Ay B cB,cB. Por esto, podemos elegir xe 4 Axeg 4, e
veB AryeB, (o xgdArxed, e yeB Ay¢B,). Entonces, (x,y)e’:‘Ale1 y
(x,y)& A4, x B, porlo que (x,y)& AxB (por (1)), absurdo. Luego 4, =4,v B, =B,.

Supongamos la primera, entonces (1) queda,

AxB=(4xB)U(4xB,)=4x(BUB,) (3)

Y listo, esto dice que, 4=4 =4, y B=B,UB, y que B /(1B,=2 porque si no lo

fuera tomando y € B,(1B, y x € A obtendriamos la contradiccion de que

(4 xB)N (4 xB,)# @

Lo mismosi B, =B, O

Teorema 1:1.5 Cualquier descomposicion de un intervalo / de R” en dos intervalos

se obtiene descomponiendo un lado de este en dos intervalos. O seasi /=1, x...x[ y

I=LUH con L(NH =& y ambos intervalos, entonces para 1<k <n se tiene que

L=Ix.xI}x.xI yL=Ix.xI'x.xI conl =I[UIl y[[NI/=J.

Demo: Si n=1 no hay nada que demostrar. Supongamos demostrado ¢l teorema para
n=h y probemos que esto implica que vale para n=h+1 y la tesis se seguira por

induccion. Sea I=LUHcCR"™ y LNH=O. Sea I=IxI', L=LxL vy

H=H xH'con I,L,H cRylIL,H cR". Entonces:

I=1xI'=(L,xL")U(H, xH')

Por el teorema 1:1.4, tenemos que [, =L UH, , LNH = e I'=L'=H" o

I'sL'UH' ,UNH' =@ el =L =H,.
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Si se da la primera, entonces el lado dividido es el primero. Si se verifica la segunda,

por hipotesis inductiva, la descomposicion se lleva a cabo dividiendo un lado de /'O

Definicion 1:1.3 Hiperplano. Es el conjunto de los puntos de R" que cumplen la

siguiente ecuacion:
n
Za[x,. =c
i=1

n n n
En donde no todos los a; son cero. A los conjuntos Zaixi >c, Zaixl. >c, Zaixl. <c

i=1 i=1 i=l1

n
y Zal.xi <c se los denomina semiespacios determinado por el hiperplano. En

i=l
particular tenemos al hiperplano de la forma x, =c que es el hiperplano normal al

vector e, de la base canodnica y pasa por ce, .

Teorema 1:1.6 La interseccion de un intervalo de R” con uno de los semiespacios

X, 2c, x,>c, x, <c ox, <c esun intervalo.

Demo: En efecto, hagamos la demostracion para x, >2c. Si I=1x..xI , la

interseccion de éste con el semiespacio es:
I1=1 ><...><{(+oo;c]ﬂ1k}x...><ln

lo que prueba la afirmaciéon ya que la interseccion que figura en el producto es un

intervalo O

Teorema 1:1.7 Si I y J son intervalos disjuntos, entonces existe un hiperplano de la

forma x, = c tal que I estd incluido en un semiespacio determinado por el hiperplano y

J esta incluido en el opuesto.

10
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Demo: Si los intervalos son disjuntos, entonces, para algin 1<k <n, se cumple que
I, cR y J,cR son disjuntos. Luego si I, =(a,b) y J, =(c,d) (uso intervalos

abiertos para fijar ideas, pero la demo es completamente valida independientemente de

esto), se cumple que a<b<c<d (o c<d <a<b). Si tomamos el hiperplano x, =e
con b<e<c (o d<e<a) obtenemos que / estd incluido en un semiespacio y Jen

su complemento [J

1:2 La recta real extendida

Definicion 1:2.1 Recta real extendida. Definimos al conjunto R llamado recta real

extendida al conjunto:

R=RU{p,q}

En donde pgRAgeR y en donde estos elementos cumplen las siguientes
condiciones:

(i) VxeR:p<x<gq

(i)

VxeR:p+x=x+p=p+p=paArq+x=x+q=q+q=¢q

VxeR:pp=qq=prpq=qp=9q
VxeR :px=xp=prqx=xq=q
VxeR_:px=xp=grqx=xq=p

Estos nuevos elementos se los designara como 4o y —oo. Es decir, hablando sin
rigurosidad, hemos agregado dos elementos que cumplen el papel de un numero

infinitamente positivo y otro infinitamente negativo. Esto se verd justificado con

propiedad en las demostraciones pertinentes que sucedan en el escrito. Por (i) , en R

todo conjunto tiene infimo y supremo. En efecto si U no estd acotado inferiormente en
R, tenemos que Vx e RIx' €U /x' < x. Luego el conjunto de cotas inferiores es {—oo}

y la mayor cota inferior (infimo) es entonces —oo. Lo mismo con el supremo. También

tenemos que inf {-+oo} = sup{+oo} = +o0 y inf {—oo} = sup{—oo} = —0.

11
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2: El Modelo de Partida

2:1 Medida de intervalos, conjuntos elementales y o-elementales

Para generalizar el concepto de medida a la mayor cantidad de conjuntos posibles
empezaremos por definir las medidas de los conjuntos mdas bésicos y las iremos
generalizando a los conjuntos de familias mas amplias. Empezaremos definiendo la
medida de intervalos, luego a partir de esta la de conjuntos elementales, la de conjuntos
o-elementales (ya veremos que son), y asi definiendo medidas para conjuntos mas

generales.

Definicion 2:1.1 Medida de intervalos Sea un intervalo 7 de cualquiera de las

siguientes formas, (a,b) , (a,b] , [a,b) 0 [a,b]. Entonces su medida se define como

sigue:
m([) =b-a

Si J <R es un intervalo unioén de dos intervalos disjuntos /,,/, e R, es fécil ver que
m(J)=m(1,)+m(l,). En efecto, si J =(a,b) es la union de dos intervalos disjuntos,
debe ser I, =(a,c)/\12 =[c,b) (o1, :(a,c]/\l2 :(c,b)) y entonces

m(J)=b=a=(b—c)+(c—a)=m(1)+m(1,). Los otros casos son iguales.

Si el intervalo I =1, x...x I, pertenece a R", definimos su medida (o volumen) como

sigue:
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Podriamos decir que la medida de un intervalo de R” es el producto de las medidas de
sus lados. Veamos una propiedad que es importante que tenga una medida que se precie

de tal.

Teorema 2:1.1 Si /eR” es un intervalo uniéon de p intervalos disjuntos,

Jp»-nJ , € R", entonces,
m([) = m(J1)+...+m(Jp)

Demo*: Si p=2, tenemos, por el teorema 1:1.5 que I es igual a la unién de
H=Ix.xI[x.xI yde L=1x..xI/x.xI con I,=1UI"'y I,NI]=3.Por

lo visto arriba para R, m(1,)=m(I;)+m(1}). Entonces

Supongamos que la propiedad se cumple para p=/h y veamos que esto implica que

vale para p =h+1 de donde sigue la tesis por induccion. Sea 7 =J,U...UJ . . Como

p+l

J,NJ, =3, por el teorema 1:1.7, tenemos que existe un semiplano tal que J, < S y

J,cR"-§,siendo § y R"—-S los semiespacios determinados. Por 1:1.6, tenemos
que INS y Iﬂ(]R” —S) son intervalos disjuntos e ]=[1ﬂS]U[1ﬂ(R” —S)] . Se

tiene:
m(I)=m(INS)+m|IN(R"-S)] (1)

Ademas,

* A lo largo del trabajo dejamos al cuidado del lector las demos por induccion en las que no intervienen
los conceptos desarrollados. Sin embargo, no dejamos sin demostrar ninguna que involucre conceptos
propios de la teoria discutida.

13
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InNs=(,Ns)u(,NSU..U(J,,NS)=7,U..U(J,,NS)

O sea que es la unidén de p intervalos disjuntos, y por hipdtesis inductiva:

m(INS)=m(J,)+..+m(J,,NS) ().

p+l

Por 1o mismo

IN(R"=5)=(J,N(R"=8))U(,N(R" =$))U...U(/,, N(R" - S))=

:J2 U...U(Jp+1 m(]Rn _S))

m[ IN(R"=8)|=m(J,)+..+m(J, ,N(R"=5)) (3)
Luego reemplazando (2) y (3) en (1):

m(1)=m(J,)+.tm(J, NS+ m(,)+..+m(J,, N(R"-5))

p+l

:m(J1)+m(J2)+{m(J3ﬂS)+m(J3ﬂ(]R" _S))}+...+{m(Jp+1 ﬂS)-i—m(Jm+1 ﬂ(R

=m(Jl)+m(J2)+m(J3)+...+m(Jp+1)
Ya que para 3<i<p+l1, (JiﬂS)ﬂ<J,.ﬂ(]R”—S)):@, son intervalos y

(/,NS$)U(/,N(R"-5))=J,0

Definicion 2:1.1 Medidas de conjuntos elementales. Si A€R" es un conjunto

elemental, es la union de un numero finito de intervalos disjuntos dos a dos 1,,...,7, .

Definimos la medida de 4 como la suma de las medidas de los intervalos en que se

descompone. O sea:

-9))
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C ey, 5 .
Esta definicion es correcta’, en efecto, st J,,...,J, es otra forma de descomponer al

conjunto A4 en intervalos disjuntos dos a dos tenemos que, dado 1<i<n, para cada

1<k<m, I,(1J, es un intervalo.

Ademas como A:UI,. :UJk, tenemos que J, gUJk para cada 1<i<n y por lo

i=l1 k=1 k=1

tanto: | J(Z,NJ,)=1, y ademas {(Iiﬂjk)}ke{l.“n} y {(I,.ﬂJk)}ie{lmm} son familias
Pt

disjuntas a pares. De la misma forma, J, gUII. para 1<k<m y por lo tanto,

i=l1

J.NJ)=J, . Luego:
i=1

Y m(1)=3 Y m(101) =YY m(1,01) =Y m(,)

Por 2:1.1 y luego la medida de A4 es independiente de la descomposicion O

De esto se desprende que m(@) =0, en efecto, m(@) =m(J U@) = m(@) +m(®) .

Teorema 2:1.2 Si el conjunto 4 es unién de los conjuntos elementales y disjuntos dos

ados 4,,...,4,, entonces:

m(A)=m(A4)+..+m(4,)

Demo: Se deduce directamente de la definicion aplicando induccion completa O

> Uso el término de “correcta” para las definiciones que son consistentes. Es decir para las que existe un
tnico definiendum y s6lo uno.
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Teorema 2:1.3 Si el conjunto 4 es un conjunto elemental incluido en el conjunto

elemental B, se tiene que

m(B—A)=m(B)-m(A)

en particular, m(A4)<m(B).

Demo: Como 4= AU(B - A4) entonces:

m(B):m(A)+m(B—A)

Porque 4 y B— A son conjuntos elementales disjuntos. Y como m (B — A) >0,

m(A4)<m(B)O

Teorema 2:1.4 Si A y B son dos conjuntos elementales, entonces:

m(AUB)+m(ANB)=m(A)+m(B)

Y por lo tanto:

m(AUB)<m(A)+m(B).

Demo: Como A=(4-B)U(4NB) y B=(B-A4)U(4NB) se tiene:
m(A4)=m(A-B)+m(ANB) y m(B)=m(B—A4)+m(ANB). Sumando miembro a

miembro obtenemos:

m(A)+m(B)=m(ANB)+{m(A-B)+m(B—-A4)+m(ANB)}

16
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que da la hipotesis ya que (A-B)U(B-4)U(4ANB)=AUB y la expresion entre
llaves es: m(AUB) porque los tres conjuntos son disjuntos dos a dos. La desigualdad

se deduce obviamente O

Por induccién podemos probar que si A4,...,4

n

es una coleccion de conjuntos

elementales, se cumple:

Esta desigualdad se conoce como subaditividad de la medida de conjuntos elementales.

Teorema 2:1.5 Si / R es un intervalo, para cada & >0 existen un intervalo abierto

I cU yuno cerrado £ < [ tales que:
m(1)+8>m(U) y m(])—8<m(E)

Demo: Sin=1¢ I = [a,b) o cualquier otro intervalo de extremos a y b, entonces se
tiene: E=[a+8,b—5|clc(a—8;b+5)=U paracada 6>0.

Luego m(U) :(b—a)+25:m(1)+2§ y m(E) :(b—a)—25:m(1)—25. Si, dado
un  £>0, tomamos 25<é& Tenemos: m(U)=m(I)+26<m(l)+¢ 'y
m(E)zm(I)—25>m(1)—8.

Supongamos probada la proposicion para n =h, veamos que esto implica que vale para
n=h+1.Sea I=I1xI'"cR"™ con I, cR y I'c R". Como vale para n=1y para

n=h se cumple que existen intervalos abiertos U'c R y U" c R” tales que I,cU'e

I! g Uﬂ y:

m(L)+e'>mU)y m(I')+&">m(U")

17



Una axiomatizacion de la teoria de la medida de Lebesgue partiendo de semianillos sin unidad

cualquiera sean 0<¢&" y 0<¢”. Luego,si U=U"xU":

m(U)=m(U)m(U")<(m(L)+&")(m(I')+e")=m(I)+{m(1,)&"+em(I')+ 'e"}

Y dado £>0, podemos tomar 0< x<min{l,&}, tomamos g”zmin{%, I(UI)}’
m\ 14,

. 1
&' '=min {ﬁ L} y entonces: &,&"< % < 3 <ly

3'm(I")

2
e B B K 2K gzﬂq

m(1)e"+em(1')+¢e's <IrIT S ITA

Por lo tanto:
m(U)<m(I)+8.

Por otro lado, existen intervalos cerrados E'e R y E"eR” tales que E' 1, ,E'cTI

m(l)<m(E')+& y m(I')<m(E")+&"
entonces tenemos, con E = E'x E":
m(I)=m(1,)m(I')<(m(E")+&)(m(E")+&")=m(E)+{m(E")&"+&'m(E")+&'"}
Como E'c I, y E"cI' setiene que m(E')<m(l,) y m(E")<m(!'), luego:
m(1)<m(E)+{m(L,)&"+&m(I')+&s")

Y se sigue como en el caso del conjunto abierto OJ

18
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Teorema 2:1.6 Si AcR" es un conjunto elemental, entonces existen un conjunto

elemental abierto U y uno cerrado £ talesque Ec AcU y

m(A)+g>m(U) y m(A)—g<m(E)

Demo: Como A es elemental es la union de intervalos disjuntos dos a dos, o sea, si

1,,....,I son los intervalos disjuntos que lo componen,

por el teorema anterior, para cada 1<i <n existen E, cerrados y U, abiertos, tales que

Ecl,cUyYy:

Luego,

en donde U = UU . es abierto. Por otro lado, llamando E = UEZ. , que es cerrado, se

i=1 i=1

tiene;

Y llegamos a la tesis O
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Teorema 2:1.7° Siun conjunto elemental A es la union de una sucesion ( una familia

numerable ) de conjuntos elementales (Ak ) Loy » Cntonces:

m(A)< 2 m(4,)

keN

Y si, ademas tenemos que 4, (14, = sii k # j se cumple:

m(4) =2 m(4,)

keN

n
En donde, recuérdese, Za P = llmZak .
k=1

keN n—»0
Demo: La serie no diverge ya que sino tendriamos un conjunto elemental de medida no
finita y esto no es posible. Dado un ¢ >0 arbitrario, para cada 4, existe un conjunto
: &£ . . .
abierto, U,, tal que 4, cU, y m(U,)< m(Ak)+2—k. Ademads existe un conjunto

cerrado E con E c A tal que m(E)>m(A4)—¢. Se tiene, entonces:

Como E es cerrado y acotado, o sea compacto, existe un subcubrimiento finito de

(Uy),.x (que es un cubrimiento abierto de E) que cubre a E. Sea {U iU k”} este

subcubrimiento, luego:

y se cumple:

% Esto se podria haber hecho antes, es decir demostrar que la medida de intervalos de R" cumple con
estas propiedades. Véase 3:6 donde se da la exposicion alternativa.
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m(A)—g<m(E)Sm(QUk‘/_JSi_lm(Ukj)<

J Jj=1 JjeN jeN

O sea que para todo € >0, tenemos:

m(A4)<> m(4,)+2¢

jeN

lo que implica la primera parte de la tesis. Si ademas, los conjuntos son disjuntos dos a

dos, se tiene, por el teorema 2:1.2 y teniendo en cuenta que , U A4, c U A =m (A) :
k=1 keN

Sn(a)=m( U | < U |-n(

k=1 k=1 keN

y pasando al limite para n — o, obtenemos:

m(d)z 3 m(4,)

keN
que es la otra parte de la tesis O

La segunda parte del teorema se expresa diciendo que la medida es o- aditiva.

Definicion 2:1.7 Conjuntos o-elementales. Se dice que un conjunto 4 < R" es
o-elemental si es la unién de una sucesion de conjuntos elementales disjuntos dos a

dos. Si el conjunto 4= UAk es un conjunto o-elemental, donde los A4, son los
keN

conjuntos elementales disjuntos que lo forman, definimos a su medida como sigue:

m(4)=2,m(4,)

keN

()] <3 ma) s ] -

4,)+e
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Si la serie diverge, diremos que m(A)=+0. Si m(A) es finita, esta definicion es

correcta, en efecto, sea (Bj)‘ , otra sucesion de conjuntos elementales disjuntos dos a
i) e

dos cuya union es A . Entonces para cada k € N se tiene que

4=J(4NB) ~ (4NB)N(4NB)=D si j=i

jeN

B,=J(4,NB,) A (4NB)N(ANB)=D sij=i

jeN

la demostracién es similar a la dada en la definicién de conjunto elemental. Entonces’:

m(4) =2 m(4,)

keN

:sz(Ak ﬂB/)

keN jeN

=> > m(4,NB,)

jeN keN

:Zm(Bj)

JjeN

Debido a lo demostrado en el teorema anterior.

Si para una descomposicion la serie diverge, diverge para todas, porque de lo contrario,

si converge para una, por lo visto arriba en esta demo, lo haria para todas, absurdo O

Como un conjunto o-elemental es la uniéon de una familia numerable de conjuntos
elementales, que son a su vez la unidn finita de intervalos disjuntos, podemos decir que
un conjunto o-elemental es la unidon numerable de intervalos disjuntos. La

demostracién no implica mayores complicaciones y se deja al cuidado del lector.

7 Para mas detalles de la validez de estas igualdades referirse a Tom Apostol, Andlisis matemadtico 2* ed.,
Reverté, Barcelona, 1996. En el capitulo 8 hay un desarrollo excelente del tema a pesar de no ser
exhaustivo.
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Nota 2:1.1 A esta altura no estd de mas hacer la siguiente aclaracion que puede haber
parado desapercibida.

Un intervalo es la unién de un niimero finito y disjunto de intervalos (él mismo con un
numero finito de intervalos vacios), luego un intervalo es un conjunto elemental. A su
vez, un conjunto elemental es la union numerable de conjuntos elementales, (¢1 mismo

con una sucesion de conjuntos iguales al vacio), por tanto un conjunto elemental es o-
elemental. En definitiva, Si llamamos, of al conjunto de intervalos de R", & al

conjunto de los conjuntos elementales y </ al conjunto de conjuntos o - elementales,

tenemos: of < & < &, donde las inclusiones son estrictas.

Teorema 2:1.8 La union, A, de una sucesion de conjuntos elementales, (Ak ) Loy €S UN

conjunto o-elemental.
Demo: Sea la siguiente sucesion:

B, =4,

n-1
B, =4,-])4 siin>1
i=1

Entonces, 4= U B, . En efecto, si x € 4, definimos M = {k/x € Ak} cN. Como Nes

keN
bien ordenado, M tiene un elemento minimo. Sea éste k'. Luego, afirmamos que

x € B,.. En efecto, de no serlo, como x e 4,, debe ser que x e 4,.para un k" <k’,
absurdo. Por otro lado, si x € B, para algin k €N, entonces, x € 4, y por lo tanto a 4
y asi se verifican ambas inclusiones. Ademas, si i# j se tiene que Bl.ﬂBi =.

Efectivamente (supongamos i < j), si
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Tenemos en particular que x € 4 () 4, absurdo.
Por ultimo, como cada B, es la diferencia de conjuntos elementales, es un conjunto
elemental. Obtenemos, asi, que 4 es la unién de un conjunto numerable de conjuntos

elementales disjuntos dos a dos, o sea 4 es o-elemental O

Teorema 2:1.9 La union de una sucesion de conjuntos o-elementales es un conjunto
o-elemental y la interseccion de un numero finito de conjuntos o- elementales también

lo es.

Demo: Si AJ:UAjk A jeN, en donde, para cada j los conjuntos 4, son
keN

disjuntos dos a dos, la tesis se deduce directamente de las formulas:

n

U4=UU4: v lAjp ¥ ﬁ U 4= U ﬁ A

jeN jeN keN Jp= p=1keN keN p=1

del teorema 2:1.8 y del hecho de que la interseccion de un numero finito de conjuntos

elementales es un conjunto elemental O]
Teorema 2:1.10 Todo conjunto abierto U es o- elemental.

Demo: Llamemos o ={I,} .

a la familia de intervalos de R" cuyos vértices tengan
coordenadas racionales. Esta familia cubre a R" y es numerable. Entonces la subfamilia

of ':{Il.k }k N de of formada por todos los intervalos contenidos en U es tal que

Ulik =U. Que Ull.k c U es obvio porque cada /, cU. Ahora, si x €U, existe una

keN keN

bola centrada en x contenida en U porque es abierto. Pero dentro de esta bola hay un

intervalo abierto /, que contiene a x. Luego x e kLIJ\I]ik . Entonces U < ,{Lg,lik . Luego,

U es la union de una cantidad numerable de conjuntos o-elementales y por lo tanto es

o-elemental O

24



Una axiomatizacion de la teoria de la medida de Lebesgue partiendo de semianillos sin unidad

Teorema 2:1.11 Si el conjunto o-elemental U estd incluido en la unién de una

sucesion de conjuntos o-elementales U, , se tiene:

(V)<Y m(v)

ieN

Demo: Sea U = U 4 yU, = U B;, siendo en cada caso conjuntos disjuntos dos a dos
keN jeN

y elementales. Se tiene por hipdtesis:

n

4, —UQUUBJ‘,:‘
ieN j

k=1 eN

por el teorema 2:1.7 se tiene, yaque 4, 4, =3 si k#k':

Debido que U A4, c U U B,
k=1

ieN jeN
m(UA,{) <m UUBJ.J
k=1 ieN jeN
Por el teorema 2:1.7, y teniendo en cuenta que cada B, es elemental:

o UUs, <5 n(s,)

ieN jeN ieN jeN

Y finalmente por definicién de medida de un conjunto o- elemental,

sz(Bj,f) = Zm(U,.)

ieN jeN ieN
En definitiva:

n

2 m(4)< 2 m(U;)

k=1 ieN
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Tomando el limite para n — o llegamos a la tesis O

Corolario Si 4 < B son conjuntos o- elementales, entonces m(A) < m(B) )

Demo: En efecto, por el teorema anterior, 4 C U B, con B =By B, =Jsij>10
JjeN

Definicion 2:1.4: Dada una funcion ¢:K—>ﬁ, en donde K es una familia de

conjuntos, se dice que es o- aditiva sii para cualquier coleccion numerable, (Ek) de

keN

conjuntos disjuntos dos a dos de K, se cumple que:

o U |- o).

keN keN

cuando la uniéon UEk pertenezca a K. Por lo tanto la medida de conjuntos o-
keN

elementales es o- aditiva.

2:2 Medida Exterior de Lebesgue

Definicion 2:2.1 Sea £ < R" un conjunto cualquiera, entonces definimos su medida

exterior como;
m,(E)= inf{m (U)/EcU A U es o-elemental } (1)

Esta definicion es correcta ya que el conjunto sobre el cual se toma el infimo es no
vacio. En efecto R" pertenece” a este conjunto. Si el infimo de la definicién no es +oo,

se dice que la medida exterior del conjunto es finita. Ademas, si m, (E) <+, se tiene

por la definicion de infimo, que dado & >0, existe un conjunto o-elemental U tal que

® Ya que se tiene R" = J | J...J {H (ij,ij + 1}} , es decir la unién numerable de intervalos disjuntos.

heZieZ i,eZ ( j=1
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E cU verifica, m(U)<m,(E)+¢& (1). Por esta definicién, si U es o-elemental,

entonces m, (U ) =m (U ) (se demuestra abajo).

Teorema 2:2.1 La medida exterior tiene las siguientes propiedades:

(i) OSme(E)S+oo y me(®)=0
(ii) Si E, c E, entonces m, (E,)<m,(E,)

(i) Si Aes o-elemental entonces m, (A4)=m(A)

(iv) m, (U Akj <> m,(4,) , el caso finito es un caso particular de éste.

keN keN

(v) Si E, y E, son conjuntos de medida exterior finita, entonces se cumple:

m, (El) —m, (E2 )‘ sm, (EIAEZ)

Demo: La primera es obvia. (ii)) Como la familia de conjuntos elementales que contiene

a E, incluye al de los que contienen a E, el infimo del primero es no menor al del

segundo. Es de notar que esta propiedad de la medida exterior depende de las

propiedades del infimo de un conjunto y no de la definicion particular de medida. (iii)

En efecto, Como m(U) pertenece al conjunto del cudl m,(U) es infimo,
m, (U)<m(V)<m(U) (Por propiedad del infimo). Si m, (U)<m(U) entonces existe
V o-elemental con UV tal que me(U) Sm(V). Peri si UV, por el teorema
2:1.1, m(V)2m(U), absurdo. Luego, m, (U)=m(U) y se obtiene la igualdad.

(iv) Supongamos que la serie de la derecha es convergente, sino la propiedad se cumple

trivialmente. Dado un & > 0, existe para cada k € N un conjunto o-clemental U, tal que:

4. cU, y m(Uk)Sme(Ak)+2_6;c )
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lo anterior es por la propiedad del infimo (1). Ademas:

U4 cu,=U

keN keN

donde U es o-elemental . Y se cumple:

< m(Uk)
keN

< {me(Ak)+ i}
keN 2

= me(Ak)+8

Las justificaciones son, por (iii) demostrado arriba, por ser U o-clemental, por
propiedad de la medida de conjuntos o- elementales, por (2) y por propiedades de series

de términos positivos. En definitiva obtuvimos que para cualquier & >0,

m, (4) < Zme (4,)+e

keN
Y de ahi la tesis.
(v) Se tiene que:

E cE,U(EAE,) y E, c E,U(EAE,)
Por lo tanto:

m,(E,)<m,(E,)+m,(EAE,) y m,(E,)<m,(E)+m,(EAE,)

e

Reordenando:
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m, (El) —-m, (Ez) sm, (ElAEz) y m, (El ) —m, (Ez) Z—m, (EIAEZ)
Y de ahi sale la tesis O

Teorema 2:2.2 Si (E,) . es una sucesion de conjuntos de medida exterior finita, tal

keN

que m,(E,AE) tiende a cero cuando k —> oo, entonces la medida exterior de E es

finita y’

me(E)zliznme(Ek)

Demo: Como li}{n m, (E \AE) =0, se tiene por definicién que para cada &> 0 existe un

k, €N tal que si k> k:
m,(E,AE)< &
Pero por (v) del teorema anterior se sigue que:
. (E,)=m, (E)|<e

o sea que m,(E)= limm, (E,). Solo queda probar que la medida exterior de E es
finita. Como E c E, U(E,AE) se tiene que m,(E)<m,(E,)+m,(EAE,) y esto

prueba lo que faltaba con sé6lo tomar un & adecuado O

Nota 2:2.1 Si bien la medida exterior cumple muchas condiciones y es un buen
candidato para una medida, tiene un defecto fundamental: no es o-aditiva. De hecho se

probara mas adelante que existen conjuntos disjuntos A y B tales que

? Como cuando se habla de limite de una sucesion, se habla del unico limite posible, cuando n — o, no
hay ambigiiedad en escribir lima, en vez de lima, .
n

n—»ow
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m,(AUB)#m,(A)+em,(B). Por eso no es posible definir una medida asi, tenemos

que agregar otra condicidn si queremos mantener que una medida debe ser o-aditiva.
Lo que se hace es restringir la familia de conjuntos que podran considerarse medibles.
Es decir, si bien esta nueva medida servira para una mayor cantidad de conjuntos no
sera utilizable para todos los subconjuntos de R". De esto se desprende la siguiente

definicién.

2:3 Conjuntos Medibles

Definicion 2:3.1 Un conjunto £ < R” se dirda medible si para cada & >0 existe un

conjunto o-elemental U tal que:
EcUym/(U-E)<e¢

Si E es medible a su medida exterior se la llamara medida y se notara m (A) .

Entonces es evidente que un conjunto o-elemental £ es medible, ya que ECE y
m,(E—E)=0<g¢. Ademas si un conjunto es de medida exterior nula, es medible. En
efecto, si me(E ) =0, por definicion de medida exterior, para cada & >0, existe un
conjunto o-elemental U con EcU y m(U)<e. Como U-EcU, se cumple:

m,(U-E)<m,(U)<e.

Teorema 2:3.1 La unién de cualquier sucesion de conjuntos medibles es un conjunto

medible y la interseccidon de dos conjuntos medibles, también, es medible.

Demo: Sea (Ek) la sucesion de conjuntos medibles y & >0. Se cumple que, para

keN

cada k €N, existe un conjunto o-elemental U, tal que:

&
E cU,y me(Uk—Ek)<2—k
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Luego,

En donde U es o-elemental. Ademas:

me(UUk —UEkame[U(Uk —Ek)j

keN keN keN

<> m,(U,-E,)

keN
< zzik:g

keN

Y entonces E es medible. Por otro lado sean £, y E, medibles. Sea, para £>0, U, y
U, conjuntos o-elementales tales que: E, cU, , E,cU, y m,(U-E)<2¢,

m,(U,-E,)<2"'¢. Se tiene que
E=ENE,cUNU,=U
y por otro lado, U—-E=U,NU,-E NE, c(U,-E)U(U,-E,) y entonces:
me(U—E)Sme(U1 —E)+m,(U,-E,)<¢
Lo que queriamos demostrar [J

Definicion 2:3.2 Un conjunto es finitamente medible, si es medible y su medida es

finita.
Teorema 2:3.2 Las siguientes afirmaciones son equivalentes

(i) El conjunto E es finitamente medible.
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(ii) Para todo real ¢ >0, existe un conjunto elemental A4 tal que m, (AAE ) <&

Demo: Si £ de medida finita, tenemos que para cada &£>0 existe U = UI , (todo
keN

conjunto o-elemental es la unién de una sucesion de intervalos disjuntos dos a dos.) o-

elemental tal que:

EcU y m(U-E)<2'c.

Como U = EU(U—-E) se obtienen que m, (U) es finita. Como U =1, y

keN

m, (U) = Zme (£;) .

keN

es convergente. Se tiene que para cierto N € N se cumple

S, (L)<2"e
k=N

Entonces definimos:

N-1

A=J1, y B=

I/

o0
k
k=N

—_

A es elemental y U=AUB. Se tiene: A-EcU-E por lo que
m,(A-E)<m,(U-B)<2"¢. Y E-AcU-A=Bpor lo que

m,(E—A)<m,(U-A4)<m,(B)<2"'¢.Como

AAE =(A-E)U(E-4)

" Tanto U como los I, son O-elementales, luego, m, (U)=m(U) y m,(I,)=m(l,) ysedala
igualdad.
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tenemos:
me(AAE)Sme(A—E)+me(E—A)<g.

Supongamos, ahora, que se cumple (ii), o sea existe un conjunto elemental A4 tal que

!

: &
me(AAE )< & para cada £>0, en particular se cumple para e:S?, Entonces, por

definicion de medida exterior, existe un conjunto o-elemental J tal que:

!

ANECV 'y me(V)<%

El conjunto o-elemental U =AUV "cumple, E < AU (AAE)c AUV =U y es de
medida finita, entonces, como, m, (E ) <m, (U ) se tiene que la medida exterior de E

es finita. Por otro lado:
U-Ec(U-AHUMUA-E)crUr=V
Pero entonces:
me(U—E)SmE(V)<8
Como se queria probar [
En el teorema vimos que ser finitamente medible es equivalente a la afirmacion:

(ii) Para todo real &> 0, existe un conjunto elemental 4 tal que m, (4AE)< ¢

" Es otro U , no el usado en la demostracion i = ii.
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Esto es, dada una sucesion de reales positivos & — 0, tenemos para cada k€N un

conjunto elemental 4, tal que m,(A4,AE)<¢,. Dicho de otro modo, lo anterior es

equivalente a:

(ii)" Existe una sucesion de conjuntos elementales (4, ) tal que m,(4,AE)— 0 cuando

k—o0.

Si decimos que una sucesion de conjuntos, de medida exterior finita, (Ak) converge a E

si m,(4AE)—>0 cuando k —>o0 y anotamos A4, — E cuando k —> o0, tenemos la

siguiente expresion de la proposicion anterior.

(ii)" Existe una sucesion de conjuntos elementales (Ak) tal que 4, - E cuando

k— o0,
Resumiendo, una expresion alternativa de 2:3.2 es la siguiente:

Un conjunto £ es finitamente medible si, y sélo si, existe una sucesion de conjuntos

elementales (4, ), tal que 4, — E cuando k — .

Teniendo en cuenta, ademas, el teorema 2:2.2, tenemos demostrado:

Teorema 2:3.3 Un conjunto £ es finitamente medible si, y sélo si, existe una sucesion

de conjuntos elementales (Ak), tal que 4, > E cuando k — co. Ademas
m(E) = lilgnm(Ek)

Teorema 2:3.4 Si 4, - E y B, > F, donde (4,) y (B,)son sucesiones de conjuntos

elementales, se cumple:

(i) A, UB, >EUF
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(i) 4, B, —>ENF

(iii) A, —B, > E-F
Y por lo tanto:

(v) m(EUF)=lim(4, UB,)
(v) m(ENF)= liIEn(Ak NB,)

(vi) m(E—F)= III{H(Ak -B,)
Demo: La demo es directa si se tiene en cuenta que:

(i) (4, UB,)A(EUF) = (4AE)U(BAF)
(ii) (4,NB,)A(ENF) < (4AE)U(B,AF)
(iii) (A4, — B,)A(E-F) < (4AE)U(B,AF)

|

Teorema 2:3.5 Si £ y F son conjuntos finitamente medibles, entonces £ —F lo es

también.

Demo: Sea §> 0, 3U,V elementales, tales que,

m(EAU)<§ A m(FAU)<§

Por lo tanto, como:

(E-F)A(U-V)< (EAU)U(FAY)
Tenemos:

m,[(E-F)A(U-V)]<m,[(EAU)U(FAV)]<e
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Ahora, sean E y F conjuntos medibles cualquiera. Sea, para cada k €N, Q, el cubo

de centro en el origen y lado 2k . Como la unién de todos estos cubos es igual a R,

tenemos que:

E-F=U{(E-F)NQ}

keN

-U{(ENQ)-(FNQ,)}

keN

Como cada elemento de la tltima unién es la diferencia de dos conjuntos de medida

finita, por el teorema 2:3.4 (iii), cada uno es un conjunto medible (finitamente, aunque

esto no influye en la demo) y luego, por teorema 2:3.1, £ — F es medible O
Corolario 1 del teorema 2:3.5: El complemento de un conjunto medible es medible.
Demo: Si 4 es medible, como también R" es medible, 4“ =R" — 4 es medible O

Corolario 2 del teorema 2:3.5: La interseccion de una sucesion de conjuntos medibles

es un conjunto medible.

Demo: Es directa, teniendo en cuenta que (Teorema 2:3.1) y:

NE=R"-|JE, O

keN keN

Corolario 3 del teorema 2:3.5 m(]R") = +00 ya que

n

m(R”):lilglm[ [—k,k]j:Z”k” =+ [

k=1

Corolario 3 del teorema 2:3.5 Si un conjunto es finitamente medible, su complemento

tiene medida +oo. Ya que si no, como A4 (R” - A) =JyR"= AU(]R" —A) ,
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m(R")=m(A4)+m(R" - 4) <+ O
Absurdo por el corolario 3.

Ahora demostramos la propiedad mds importante de esta medida; o-aditividad.

Probemos primero lo siguiente:

Teorema 2:3.6 Si 4,B son conjuntos finitamente medibles , A(N1B y AUB lo son

también, se tiene:

m(AUB)+m(ANB)=m(A)+m(B)

Y si A1 B =, entonces:
m(AUB)zm(A)+m(B)

Demo: Como los conjuntos son finitamente medibles, existen dos sucesiones de

conjuntos elementales, (4,) y (B,) tales que 4, > A y B, — B. Se tiene, por el

teorema 2:1.4,
m(Ak UBk)+m(Ak ﬂBk):m(Ak)+m(Bk)

Y por el teorema 2:3:3 y el 2:3.4 obtenemos la primera parte de la tesis. Si

m(ANB) =D, entonces m(AB)=0 y obtenemos la segunda parte.

Por induccion se puede probar que si 4,,...,4,, son conjuntos disjuntos dos a dos y

finitamente medibles, entonces:
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Teorema 2:3.7 Si E es la union de una sucesion de conjuntos medibles disjuntos dos a

dos (E, ), entonces:

m(E) = Zm(Ek)

también se cumple que m(E)<> m(E,) si los conjuntos no son necesariamente
keN

disjuntos dos a dos.

Demo: Se cumple, por el teorema anterior que:

y, entonces,

Por otro lado:

m(E)=m,(E)< Zme(Ek)

keN

=Zm(Ek)

keN

lo que prueba la afirmacion O

Teorema 2:3.8 Si E es medible, F' es finitamente medible y /' < E, entonces, E — F

es medible y

m(E—F)=m(E)—m(F)

38



Una axiomatizacion de la teoria de la medida de Lebesgue partiendo de semianillos sin unidad

Demo: Si las medidas de ambos conjuntos son finitas, entonces, como

E=FU(E-F)(1),
m(E)=m(F)+m(E—-F)

Y se sigue la tesis. Si la medida de £ no es finita, tampoco lo es la de £—F por (1).

Luego la igualdad se mantiene O

Teorema 2:3.9 Dada una sucesion creciente de conjuntos de medida finita (E k) , 0 sea,

una sucesion tal quesi i< j, E. c E ;» entonces:

m(UEkj=li£nm(Ek)

keN

Y si (Ek) es una sucesion decreciente, con m(Ek) <oo para algun k € N, se cumple:

m[ﬂEk)zlipm(Ek)

keN

Demo: Para un k € N cualquiera tenemos:

E, = LkJ{E] ~E,}

Jj=1

Donde los conjuntos que componen la unién son disjuntos dos a dos. Tenemos:

m(E,)= im(E/ _Ej—l)

J=1

o sea que si llamamos E, =,
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Y como | JE, = | J {E, - E,_,} , obtenemos que

keN keN

k

liinm(Ek) = limzm(Ej —E; )

[

j=1

(£.)

J
limm
k
limm
k

Asi llegamos a la tesis.

En la segunda parte consideremos que m(El) < +oo para simplificar las notaciones. Se

sigue asi: como (E, —E,) Ly S Una sucesion creciente:

o (£,) ~timm () = i ()= (E, )}
:lil£nm(El ~E,)

Por propiedad de los limites de nimeros reales y por 2:3.8. Entonces:

limm (E, —Ek)=m{g(El —E,.)}
gy

ieN

Por la primera parte de este teorema. Luego por 2:3.8 otra vez:

m{El —ﬂEl}:m(El)—m[ﬂEij

ieN ieN

O sea que (téngase en cuenta que lim m (E,))=m(E)) ):
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1Tm4Eg=hmeja).

ieN
Con esto queda probado el teorema O

Teorema 2:3:10 Si un conjunto es numerable, es de medida nula.

Demo: En efecto, el conjunto 4 se puede escribir como la union numerable de los

conjuntos unipuntuales que estan incluidos en ¢l. Cada uno de estos conjuntos, {xl.} ,
tiene medida cero. Luego

()= Y m({x}) = 20=0 O

ieN ieN

Nota 2:3.1 En R" cualquier conjunto R™ donde m <n es de medida nula, es facil de

ver. En efecto, sea 4 4 x 4,...x 4, donde 4, =[-p,p] para il y 4, =a, para
iel, donde {I,,1,} esuna particion de {1,2,...,n} y el cardinal de 1, es m .

Luego, por el teorema anterior:
m(4)<lim{(2p)".0} =1im0 =0

Sin embargo, es interesante ver que en R hay conjuntos no numerables de medida nula.

En efecto, afirmamos que el conjunto de Cantor, denotado por C, tiene medida cero.

Sea C, el conjunto compuesto por 2* intervalos de longitud (1/3)k tal que

N¢c.=C

keN

Por la construccion del conjunto de cantor, se tiene que C < C, cualquiera sea k. Por

lo tanto:
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para cualquier k € N. Pero entonces la medida de C es cero por el teorema 2:3.9;

(C) Ly ©Suna sucesion descendiente que tiende a C O

Definicién 2:3.3 Sea v = (vl,vz,...,vn)un elemento de R”, definimos 7,:R" > R" ala
funcion: 7, (x)=x+v. La llamaremos translacion de vector v, la razon es obvia. Sea

Ac R", al transformadode 4 por 7, ,oseaa 7T, (A) , lo denotaremos por A+v.

Teorema 2:3.11 Propiedad de la translacion. Para todo elemento veR" y todo

conjunto medible £, m(E)=m(E +v).

Demo: Si / € R" es un intervalo producto de los intervalos /, =(a,,b,), entonces, I +v
es el producto de los intervalos 1, =(a,+v,b+v,) cuyas longitudes son,
b+v,—(a,+v,)=b—a,=m(l,). De aqui que m(I)=m(I+v). Para conjuntos
elementales y o-elementales la demo se sigue directamente. Por lo tanto, como todo

abierto G es o-elementales también se sigue que m (G +v)=m(G). Veamos que se

cumple para cualquier conjunto medible. Primero veamos que:

m, (E)=m,(E+v)
Como
m,(E) = inf {m(U)/E cU A U G-elemental}

y para cada U, m(U +v)=m(U), se sigue que el Gltimo conjunto es

{m(U+v)/E+vcU+v A U o-clemental} .
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Es decir los infimos son iguales ya que lo son los conjuntos.

Si E es medible, entonces Ve >0, existeun U o-elemental, tal que
EcUy me(U—E)<5.
Pero, si se dalo de arriba, E+vcU+vy

me(U+v—(E+v))=me((U—E)—i-v)
=m€(U—E)<8

O sea E+v es medible y sumedidaes m(E) O

2:4 Estructura topologica de los conjuntos medibles

Definicion 2:4.1 Diremos que le conjunto Aes de clase F_ si es la uniéon de una

familia numerable de conjuntos cerrados. Es decir:

A= U F, con F, cerrado para cada k€N

keN

Decimos que B es de clase Gj si es la interseccion de una familia numerable de

conjuntos cerrados. Es decir:

B= ﬂ G, con G, abierto para cada k e N

keN

Es evidente que el complemento de un conjunto F_ es un conjunto G; y
reciprocamente. Cada conjunto abierto es medible, por ser o-elemental. Cada conjunto
cerrado en medible por ser el complemento de un conjunto medible. Por lo tanto los

conjuntos F_ y G, son medibles.
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Teorema 2:4.1 Las siguientes proposiciones son equivalentes

(i) El conjunto £ es medible

(ii) Para cada & >0 existe un conjunto abierto G tal que
EcGy me(G—E)<8

(iii) Existen un conjunto / de clase G; y un conjunto Z de medida cero tales que

E=H-Z
Demo: (i) = (ii)
Como E es medible, para cada & >0 existe un conjunto o-elemental F tal que:

EcFmeF—m<g(D

Como F es o-clemental, es la union de una sucesion de intervalos,

F=J1,

keN

Para cada k € N, existe un intervalo abierto, I, tal que:

1kg]éynﬂﬁ)<m(h)+?%—@)

El conjunto G = U I, es abierto y cumple:

keN
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G-r=JrnAO ()

Ylone]
gg{l;ﬂ(lj)c}
:g{lj‘_lj}

Luego sumando las ecuaciones (2) para todos los £k € N:

=m(G-F)
(w J

&
&

I/\

€)

IA

)= m(I,

keN
Entonces , como, G—E =(G-F)U(F -E), por (1) y (3) tenemos,
m(G—E)=m,(G-F)+m,(F-E)<¢

Y listo. Probemos, ahora que (ii) = (iii). Como sabemos que se cumple (ii), tenemos

para cada k€N, existe un abierto G, tal que

me(G—E)<—

El conjunto H = ﬂGk incluye a £ y es de clase G;. Ademas: H-EcG,-E y

keN

entonces:
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me(H—E)Sme(Gk—E)<%

Para cada k €N, por lo tanto, m,(H —E)=0. Defino Z = H — E . Entonces
H-Z=HN(H-E) =HN(HNE") =HN(H'UE)=HNE=E

Y como Z tiene medida exterior nula, es medible y su medida es cero. asi se demuestra

la segunda implicacion.

(ii)) = (i) Tenemos que E=H—-Z7Z, con H de clase G, y m(Z) =0, como los
conjuntos G, son medibles y la diferencia de dos Conjuntos medibles es un conjunto

medible, obtenemos la tercera implicacion y la equivalencia de los tres enunciados O

Corolario: Todo conjunto medible esta contenido en un conjunto de clase G, de igual

medida.
Demo: Es otra forma de decir (iii) del teorema anterior O

Teorema 2:4.2 Todo conjunto medible es la union de un conjunto de clase F y un

conjunto de medida nula.

Demo: Si E es medible, E¢, también lo es. Por el teorema anterior, si E° es el

conjunto medible, existe un conjunto G de clase G; y un conjunto Z de medida nula

tal que
E‘=G-Z7

Por lo tanto,
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E=(G-2)'=(GNz) =G°UZz

En donde G° es el complemento de un conjunto G, o sea es un conjunto F_ .

Reciprocamente, si E=GUZ, con GeF, y Z de medida nula, entonces E es

medible porque la unidon de conjuntos medibles lo es O

Teorema 2:4.3 Todo conjunto medible £ cumple que para todo &>0 existe un

conjunto abierto G y uno cerrado F' que cumplen:
FcEcCGy m(G—F)<5 (1)

Y reciprocamente, si se cumple (1) entonces £ es medible.

Demo: Por el teorema 2:4.1, podemos tomar un abierto G tal que
EcGy m(G—E)<§.
como el complemento de £ también es medible, existe / abierto tal que
E‘cHy m(H—E“):m(HﬂE)<§
Entonces F=H° c E y F es cerrado. Pero
G-F=(G-E)U(E-F)=(G-E)U(ENF*)=(G-E)U(ENH)

Es decir:

m(G-F)=m(G-E)+m(HNE)<¢
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O sea que E es medible. El reciproco, si se cumple (1), en particular se cumple

EcG ym(G—F)<€.

Pero G-EcG-F ym(G-E)<m(G—-F)<¢,o0seaque E es medible O

Tenemos, ahora, una definicién més de conjunto medible. O sea podemos decir que E

es medible sii para todo £>0 existe un conjunto abierto G y uno cerrado F que

cumplen: Fc Ec Gy m(G-F)<e.

Teorema 2:4.5 Definicién alternativa de medida exterior. La medida exterior

definida arriba, es igual a la siguiente, para todo conjunto:
m,(E)=inf{m(G)/E =G A G es abierto}

Demo: En efecto, por definiciéon de infimo de un conjunto y de medida exterior, para

cada &> 0, existe un conjunto o-elemental U tal que,

EcUym(U)<m,(E)+e
Ademas, como E es medible, existe un conjunto abierto G , tal que:
UcGym(G-U)<e.

Llamemos « al infimo de {m(G)/E cGA Ges abierto} .Como G=UU(G-U),

tenemos:
a<m(G)=m(U)+m(G-U)<m,(E)+2¢

Luego: a<m, (E ) . Por otro lado, cada conjunto abierto es o-elemental y tenemos:
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{m(G)/E cGA Ges abierto} c {m(G)/E cGA G G-elementalo}

O sea que el infimo del primero no es menor que el del segundo; a >m, (E)O

2:5 Imposibilidad de extender la medida a todo conjunto de R”.

Hemos definido una medida para conjuntos de R", y a su vez dimos la definiciéon de
conjunto medible, es decir aquel conjunto que admite una medida. La pregunta que
surge es la siguiente, ;Es todo conjunto de R" medible segin la definicion dada de
medida? Ademas una cuestion intimamente ligada a esta pregunta es por qué no se
definié como medida de un conjunto a su medida exterior, que era el candidato esperado
para medida.

Damos la respuesta a la primera pregunta y esta es negativa, en efecto la medida
definida arriba, y como se veras mas adelante, cualquier medida definida sobre una
familia de conjuntos, no puede ser extendida a una medida para todo elemento de la
familia y conservar la propiedad de o-aditividad e invariancia bajo translaciones. De
heno ni siquiera se puede hallar una medida que se aplique a todo conjunto y sea aditiva

e invariante bajo translaciones..

En el plan seguido se defini6 la medida para ciertos conjuntos de R" (los intervalos),
esta se extendio a conjuntos mas generales (conjuntos elementales) y luego se volvié a
generalizar esta a conjuntos aiin mas generales (conjuntos o-elementales ). Aqui se hizo
una generalizacion algo diferente. Ya no se defini6 una medida para una clase de
conjuntos mas generales, mas bien se definid6 un concepto mas débil, el de medida
exterior de un conjunto, y se vio que todo conjunto tiene medida exterior.

De aca en mas lo que se hizo fue ampliar la familia de conjuntos, pero ya no como
antes, definiéndolos a ellos y extendiendo la medida, sino de la siguiente forma. Se
defini6 como conjunto medible a aquellos que cumplieran cierta propiedad, y los
conjuntos a los que se generalizo la medida fuero ellos y so6lo ellos. La propiedad es la

dada en la definicion 2:3.1, a saber:

Un conjunto £ cR” se dira medible si para cada &>0 existe un conjunto o-

elemental U tal que:
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EcUym,(U-E)<e

Si E es medible a su medida exterior se la llamara medida y se notara m (A) .

Estos conjuntos de denominaron medibles. Veremos a continuacion que no todo
conjunto de R” es medible y para ello daremos un ejemplo de uno que no lo es. En la
construccion (mas bien, en la demostracion de la existencia de este conjunto; no se da
método para construirlo.) de este conjunto se utiliza el axioma de eleccion, da ahi que la
verdadera construccion del conjunto no exista. Recordemos que el axioma de eleccion
postula la existencia de un conjunto, pero no la forma de obtenerlo, de hecho la
construccion de tales conjuntos es hasta el momento imposible.

La version del axioma de eleccion que usaremos es la siguiente, conocida como Axioma

de Zermelo:

Axioma de Zermelo: Dada una familia X disjunta e infinita de conjuntos, existe un

conjunto C UX tal que la interseccion de C con cada conjunto de la familia es un

conjunto unitario.

Dicho de otra forma, el axioma garantiza que se puede formar un conjunto con
exactamente un elemento de cada conjunto de la familia.

A continuacion damos la demostracion de un conjunto tal, llamado conjunto de Vitali.

Teorema 2:5.1 Conjunto de Vitali Existe un subconjunto de R" que no es medible

seguin Lebesgue.

Demo: Construyamos un conjunto de R” que no es medible segin la definicion de

medida dada por Lebesgue.

En el intervalo E=]](0,1)  definimos la  siguiente  relacion,
i=1

Vx,yeR": xRy < x—yeQ". Estarelacion es de equivalencia.
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En efecto, es reflexiva;xRx ya que x-x=(0,..,0)eQ". Es simétrica, xRy sii
x—yeQ", pero, entonces, y—xe€ Q" e yRx.Y, por ultimo, es transitiva, xRy A yRx
implica que x—yeQ" Ay—zeQ", pero la suma de racionales es un racional, luego
x—y+y—z=x—ze€Q" yobtenemos que xRz.

Por lo tanto, £ queda dividido en clases de equivalencias que son una particion del

conjunto (son no vacias, disjuntas dos a dos y su uniéon es £ ). Denotemos a la clase de

x € E como, X . Téngase en mente que cada clase es un conjunto de la forma:

)?={yeE/y—er"}

={yeE/y—x:r/\reﬁ(—l,l)ﬂQn}

i=1

={yeE/y=x+r/\reﬁ(—1,1)ﬂQ"}

i=l1

Esto nos dice que cada clase de equivalencia tiene una cantidad numerable de
elementos. Pero como su unién es no numerable, debe haber una cantidad no numerable
de estas clases.

Por el axioma de eleccidn, segun la version de Zermelo, existe un conjunto V' tal que

Vx = {x}, o sea que ¥ es el conjunto formado por un Unico representante de cada

clase. Y por el parrafo anterior, ' es un conjunto no numerable. De hechos, de haber

sido numerable seria medible, con medida cero, y todo lo que estamos haciendo seria en

balde.

Si yeE, existe un tnico x €V tal que y=x+r con r pertenece a | [(-1,1)NQ"
i=1

que serd, también, Uinico. Denotemos por I — H(—l,l)ﬂ@” al conjunto de cada uno
i=1

de estos ». Por lo dicha, tenemos:
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Demostremos la primera inclusion, la otra es evidente. En efecto, si ye £ y es un

elemento del conjunto de Vitali, entonces y eV +(0,...,0) = U(V+r) , si no, como

rel
tiene que pertenecer a alguna clase, serd y = x+r para ciertos xeV y rel, es decir,

y €V +r. Queda probada la inclusion.

Veamos que los conjuntos son disjuntos. Sea y € (V +r)(V +¢q), entonces, y =x+r
e y=x'+¢q, pero como hay un solo x €V con el cual y estad relacionado, x=x"y
r=q.

Supongamos que V' es medible y llamemos a su medida m (V) Por la invariancia de la
medida bajo las translaciones, Vre[: m(V) = m(V+ r). Entonces de las inclusiones

(1), obtenemos:

Pero, todos los términos de la sucesion de arriba son iguales, como esta no diverge (es

no mayor a3") deben ser todos sus términos cero. Pero entonces la suma es cero, menor

a 1, absurdo. Luego el conjunto de Vitali no puede ser medible O

Veamos ahora, con el conocimiento de un conjunto no medible Lebesgue, que la
medida exterior no es aditiva y, por lo tanto, no es un buen candidato para formar una

medida.

Teorema 2:5.2 La medida exterior no es aditiva. Es decir existen 4,8 € R" disjuntos y

tales que m, (A4)+m,(B)=m,(AUB).

Demo: Como la medida exterior es o- subaditiva'?, si fuera aditiva seria o- aditiva. En

efecto, se tiene:

"2 Ver 3:6 para mas detalles.
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m{U Akjs > m,(4,)

keN keN

Supongamos que es aditiva, entonces por induccidon tenemos:

Y entonces:

D om,(4,)= 1i£nime(Ak) = limm, (OA,J <J4,.
k=1 k

keN =1 keN

Es decir que la medida exterior seria o -aditiva, como se queria probar. Por otro lado,
se vio que la medida exterior es invariante bajo la translacion y esto nos permite
reconstruir mutatis mutandis la construccion del conjunto de Vitali usando la medida

exterior. Llegariamos a lo siguiente:

1<> m, (V)<3"

red
Que vimos que era contradictorio. Luego el conjunto de Vitali no puede tener medida

exterior, lo cual es también absurdo, porque se probo que todo conjunto tiene medida

exterior. Este absurdo provino de suponer que la medida exterior era aditiva, luego, no

loes O

Como en el caso del conjunto de Vitali, este teorema nos asegura la existencia de

conjuntos disjuntos tales que:

m, (4) +m, (B)#m,(4UB),
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aunque no da forma de hallarlos. Ademas esta demostracion esta basada en la
aceptacion del axioma de eleccion. Volveremos luego a este tema.

De lo anterior se deduce el siguiente teorema, de gran importancia por lo que implica.

Teorema 2:5.3 No existe ninguna medida aditiva e invariante bajo la translacion que

este definida para todo subconjunto de R".

Demo: Es la misma usada para la medida de Lebesgue, ya que en la demo soélo se uso el

hecho de que la medida de Lebesgue es o-aditiva e invariante bajo la translacion, el

resto de las hipotesis son referentes al espacio topoldgico usual de R” O

Nota 2:5.1 En todo este apartado hemos hecho uso del axioma de eleccién y por lo
tanto surge la pregunta de rigor, ;Coémo esta ligado el axioma de eleccion con la
existencia de conjuntos no medibles? En principio, el Gnico ejemplo de conjunto no
medible del que se dispone es el dado aqui, o alguna version similar. O sea, el conjunto
de Vitali. Pero para la construccion de éste nos basamos en la aceptacion del axioma de
eleccion. ;Seria posible una teoria de la medida, basada en la teoria de conjuntos de
Zermelo-Fraenkel (ZF) sin el axioma de eleccion, en la cual no todo conjunto de R sea
medible?

Si bien no es el objetivo de la exposicion, comentamos que se ha probado que el axioma
de eleccioén no es equivalente a la existencia de conjuntos no medibles. Esto es si la
teoria de conjuntos ZF es consistente, también es consistente la teoria ZF sin el axioma
de eleccion y en la cual no todo conjunto es medible (no se olvide el lector que cuando
decimos medible estamos hablando de medida de Lebesgue).

Por otro lado en un trabajo de Solovay'® se prueba que si es consistente ZF con el
axioma que establezca la existencia de un cardinal inaccesible, entonces también es
consistente ZF en donde todo conjunto de reales es medible.

En definitiva, como nosotros usamos como sistema axiomatico la teoria de conjuntos

ZF con el axioma de eleccion, tenemos que las medidas o - aditivas e invariantes bajo la

translacion no se pueden extender a todo conjunto de R”.

13 Solovay R.M.: “A model of set theory in which every set of reals is Lebesgue measurable”. Ann of
Math., 92, 1-56, 1970 (MR42,1,64).
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Hasta aqui la primera parte del trabajo, la exposicion detallada de un modelo de la teoria
de la medida, la de Lebesgue y sus propiedades mas sobresalientes. En lo que sigue nos
abocamos a la tarea fundamental del trabajo, la posibilidad de dar una base axiomatica
rigurosa a esta teoria.

Como puede advertir, partiremos de la teoria de conjuntos ZF con el axioma de eleccion
y de alli construiremos la axiomatica de la teoria de la cual lo visto arriba es un modelo.
Y quedara asi demostrada la existencia de modelo a la axiomatica propuesta. El plan
utilizado, como ya se dijo es al revés de lo esperado, pero es el que mejor refleja el
proceso historico de las teorias axiomadticas. En efecto, es lo natural que el modelo
preceda a la axiomatizacion, aunque una vez alcanzado este el estudio de las teorias sea
siempre, o casi siempre, llevado a cabo exponiendo la axiomadtica y presentando
modelos que sirvan de ejemplo, dentro los cuales figura el que dio origen a esta
axiomatica.

De aqui en adelante; la presentacion de la axiomatizacion.
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: Nuestra axiomatizacion de la teoria de la medida de Lebesgue.

3:1 Preliminares

Definicién 3:1.1 Sucesiones de conjuntos y clases mondtonas. Sea una familia de

conjuntos § . Una sucesion de conjuntos es una funcion f:N—> §.Si f (i ) = A donde

A4, €§ lo notaremos de la siguiente forma, 4,. Y a la sucesion la escribimos {A}ieN 0

mas compactamente, cuando no haya lugar a ambigiiedad, {A,} Al conjunto imagen de

la sucesion, f(N) también lo notamos {4 }. Es un abuso de notacién ampliamente

usado en la literatura matematica por eso lo introduzco. Sin embargo el contexto
siempre elimina las ambigiiedades, si no, se aclarard oportunamente a que nos hacemos

referencia. Otro abuso de notaciéon comun es decir que la sucesion estd incluida en una

familia § cuando lo esta su imagen. Es decir si [ (N) c §, simplemente decimos que
la sucesion estd incluida en § . Si la sucesion de conjuntos es tal que i > j implica que
4,2 4, la sucesion se denomina creciente. Si para todo /> j se cumple 4, < 4, se

denomina decreciente. Si las inclusiones son siempre estrictas, las sucesiones de

denominan estrictamente creciente o decreciente respectivamente.

Denominamos limite superior y limite inferior de una sucesion de conjuntos a los

siguientes conjuntos respectivamente:

limsup 4, = ﬂ UAn y liminf 4, = U ﬂAn

m=N nzm meN n>m

Se cumple la siguiente propiedad, si {A,}

es creciente liminf 4 = U A,y notamos,
ieN " n n

neN

A, 7\ JA4, . Ysi {4} esdecreciente limsup 4, = QA" y notamos, 4, \ QA" :

neN

En efecto, si {4}

.y ©S creciente,, ﬂ A, = A, , entonces hgn inf 4, = U A,,

nxm meN

cambiando los subindices para que la notacion quede mas homogénea,
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liminf 4, = ] 4,

neN

Por otro lado, si {Ai}ieN es decreciente U A4,=A,, entonces, limsup 4, = ﬂ A4,.y
" m=N

nm

cambiando los subindices:

limsup 4, = ﬂ A4, .
n n=N

Por lo visto, entonces, si A = U Ay {147}

.y ©screciente tenemos, 4, A Ay
neN

decimos, simplemente, que {Ai}ieN tiende crecientemente a 4 .A veces solo diremos

que tiende a A . De la misma forma, si A=()4, y {4},

n=N

o 8 decreciente tenemos,

A, \y A y decimos, simplemente, que {A}ieN tiende decrecientemente a A4 o

simplemente que tiende a 4 .

Definicion 3:1.2 Sea I' una familia de conjuntos. Una subclase € de I' es una clase

monotona sii

(i) {4,} <€y 4,/ Aentonces A€ con {4,} . creciente

eN

(i) {4} ,<Cy A4 A entonces A€ con {4,} . decreciente

3:2 Las estructuras algebraicas de las familias de conjuntos

En la primera parte de la exposicion definimos medida para cierta familia de conjuntos,
los intervalos, vamos en principio a generalizar este concepto. Es decir definiremos una
familia de conjuntos de modo tal que cumpla con las propiedades que cumplen los
intervalos que son las responsables de que las propiedades demostradas se cumplan.

En el desarrollo se ve que las propiedades de la medida (notese que no daremos
demostraciones referentes a la medida, sélo al sistema de conjuntos, lo referente a

medida vendra después.)
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Lo que nos permiti6 desarrollar el tema es que los intervalos de R" cumplen con ciertas
propiedades; una, que el conjunto vacio era considerado un intervalo, la segunda que la
interseccion de un numero finito de conjuntos del sistema pertenecia al sistema y la

tercera, que dados dos conjuntos, 4, < A era posible encontrar un conjunto finito de
intervalos tales que la unién de 4, con ellos era el conjunto 4 y que ademas la familia
formada por 4, y los conjuntos hallados era disjunta dos a dos.

De aqui surge la siguiente definicion:
Definicion 3:2.1 Una familia & se denomina semianillo de conjuntos sii:

i) dec™

(ii) A,4, €6 entonces 4, N4, e "

(iii) 4,A€&, 4 < A, entonces existen {4,,4;,..,4,} tales que A=|]4, vy
k=1

147.ﬂAjz®<:>i¢j con 1<i,j<ns

Definimos intervalo a cada miembro de un semianillo. Esto es una definicion que no
tiene ninguna relacion con el concepto de intervalo real (o de R") dado en la primera
parte de la exposicion. Veamos algunas propiedades de los semianillos. De ahora en

adelante a toda familia {4} finita, y disjunta dos a dos de conjuntos de un anillo,

I<i<n’®
intervalos, la llamaremos descomposicion disjunta, o solamente descomposicion de su

conjunto unién, A=|J{4,4;,...4,}. Si existe Ee® tal que para todo elemento

A e G se cumple que:
ENA=4

A E se lo denomina unidad del semianillo y al semianillo, semianillo con unidad.

14 Véase definicion 1:1.1
15 Véase teorema 1:1.1

'® Abuso de notacién ampliamente usado; 1 <7, j < n quieredecir 1<i<n y1<j<n.
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Teorema 3:2.1 Si 4,B €S , entonces existe {AZ,A3,...,AW} c G , disjunta, tal que

Demo: Como 4, =ANBeS y 4 =ABc A. Por (iii) tenemos una familia disjunta

dos a dos:

{4,,4,,..,4,} S

tale que:

A= 4, .

k=1

Pero, como A-B=A4- (A N B) , llegamos a que:

A-B=\J4,

k=2
Listo O

Notese que lo que afirma el teorema es que la diferencia de dos conjuntos del semianillo
es union de conjuntos del semianillo. Pero los semianillos no son, en general, cerrados

.y . . . 1
para la unién de sus elementos, luego la diferencia, en general, no es parte del anillo'’.

El teorema 1:3.1 nos garantiza que los intervalos de R" cumplen (iii). En efecto, sean

A,AcR" y 4 < A. Porel teorema 1:3.1:

17 Véase Teorema 1:1.3 parte 3.
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Y por lo tanto:

Entonces, definitivamente, invirtiendo el orden del desarrollo, podriamos decir que el

conjunto de intervalos de R" es un semianillo de conjuntos.

Desarrollemos un poco mas, dando algunas propiedades que nos seran Utiles mas
adelante y de paso nos permitiran explotar esta nueva exposicion axiomatica de lo visto

arriba.

Teorema 3:2.2 Sean 4,4,,4,,..,4, €6 tales que 414, =D < i+ j yparacada i,

A. < 4. Entonces existe una familia disjunta dos a dos, {BI,BZ,...,BP} tal que:

A:UA,; con 4 =

k=1

e 4, ©1<k<n
B, on<k<n+p

Demo: Por induccion sobre el numero n de conjuntos iniciales. El caso n =1 es (iii) de
la definicion de semianillo (Definicion 3:2.1). Veamos que si vale para 4 esto implica
que vale para 7 +1.

Sea A4,4,4,,...,4,€S cumpliendo las condiciones de la hipdtesis, entonces existen

{BI,BZ,...,BP} tales que:

4 ©1<k<h

A=|]A con A4 =
¢ ¢ {Bk_hc>n<kﬁh+p

O asociando las uniones:
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Formemos los conjuntos:

Bj,l =4, N B_; .

Por (iii) de la definicion de semianillo existe {B 20 B35

que para cada 1< j < p se cumple:

Tenemos, como B,(1B, =0 < i+ j, que B, B,

1<k <s, ytodo 1<k'<s,. Por otro lado:

Entonces, llegamos a:

=0 <i#jvk#k' para

.,Bj’x_} disjunta dos a dos tal

todo
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Luego por el principio de induccion completa llegamos a la tesis O

Teorema 3:2.3 Sea {AI,AZ,...,A,,} una familia finita de intervalos, entonces existe otra

familia finita de intervalos del semianillo, {B,,B,,...,B, } disjunta dos a dos tal que para

1<k<n,

4.=J B,

JEN

Donde N, c {1,2,...,m}.
Demo: Si n=1 el teorema es obvio, la familia dada es {Al} y la disjunta dos a dos es

{Al} también. Veamos que si el teorema se cumple para /1, entonces, se cumple para
h+1.

Sea dado {4,4,,..,4,,4,,,} y por hipdtesis inductiva, sabemos que existe

{BI,BZ,...,Bm} disjunta, tal que

4, = UBJ, para 1<k<h.

JEN,
Definamos:

B,=4,,NB, para 1<s<m

Por el teorema anterior, tenemos la descomposicion de 4,,, siguiente:
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En donde todos los conjuntos son disjuntos dos a dos. Por (iij) de la definicion de

semianillo (definicion 3:2.1), para 1<s<m, podemos encontrar {BS,Z,B B%_} tal

§,39°00

que es disjunta dos a dos y:

qs

B =JB,.

i=1

Formemos la nueva familia;

F =

-

{B,,.B,,....B,, }U{C.C,...C,}

1

1

De aca llegamos a que para 1 <k <h

i
4, = U UBj,z‘

JjeN; i=1

Falta ver que los conjuntos de la familia F* son disjuntos dos a dos. Por la construccion:

{B.,:B,

(39000

Bl}q,} es disjunta dos a dos. Para cada 1<i<m _Y también lo es:
{C.C,...C, )

Falta ver que cada B, ;(1C, =& para cada 1<i<m, 1< j<gq, y 1<k<p. Pero,
también por la construccionl<k<p, 4 (1C, =2 para 1</<h_ Y como B, c 4,

para 1<i<m, 1< j<q, y1</<h, B, ,(1C, =& se cumple para todos los indices en
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sus rangos. Y por Gltimo B, (1B, , = si i#i ya que estan incluidos en sendos

conjuntos disjuntos; B, ; € B, y B, ; < B, . Por hipdtesis inductiva llegamos a la tesis O

Definicion 3:2.2 Sea 4= UAk en donde los 4, son disjuntos dos a dos, decimos que
k=1

{4,,4,,...A,} es una descomposicion finita de A

Mas adelante, en el desarrollo se introdujo otra familia de conjuntos, los conjuntos
elementales. Los que se obtenian como la union finita de intervalos. Estos conjuntos
cumplian con las siguientes propiedades; la interseccion (finita), unidon (finita),
diferencia y diferencia simétrica de conjuntos elementales eran también elementales.
Por eso ahora vamos a definir una estructura axiomatica de conjuntos que cumplan con
estas propiedades, que son las que hicieron posible la continuacion del desarrollo. A

esta nueva familia se la llamara anillo de conjuntos y lo notaremos por ‘R .

Definicion 3:2.3 Una familia, no vacia, de conjuntos se denomina anillo y la denotamos

por ‘R , siy solo si:

(i) A,BeR entonces AAB R
(ii) A,BeR entonces A(1BeR

Con esto alcanza, para ver que en todo anillo de conjuntos también son cerradas las
uniones finitas y la diferencia. También que el conjunto vacio siempre pertenece al

anillo.

Teorema 3:2.4 Si R es un anillo, se cumple:
(i) DeR

(ii) A,Be‘R entonces AUB

(iii) A,B€R entonces 4—B

64



Una axiomatizacion de la teoria de la medida de Lebesgue partiendo de semianillos sin unidad

Demo: (i) DeR ya que AAA=C vy la diferencia simétrica es cerrada. (ii)) Porque
AUB =(AAB)A(AND) y ya que la diferencia simétrica y la interseccion son cerradas

en un anillo. (iii) Porque A—B=(A4AB)A4 O

Teorema 3:2.5 Todo anillo es un semianillo.

Demo: (i) y (ii) se cumplen trivialmente. Para (iii) Sea A4,, 4R vy tales que 4, < 4.

Pero entonces: A=A U(4-4,) en donde es obvio que 4N(A-4)=D vy

A— A4 €*R yaque el anillo es cerrado para la diferencia O

Definicion 3:2.4 Siexiste £ €R tal que para todo elemento 4 €R se cumple que:
ENA=4

A E se lo denomina unidad del anillo y al anillo, anillo con unidad, o mas comiinmente
algebra de conjuntos.

El modelo dado es un modelo en el que se uso un anillo sin unidad. Es evidente que la
unidad de un anillo es un conjunto que pertenece al anillo y contiene e todos los demas
conjuntos de éste. Se podria decir que es un conjunto maximal, de hecho lo es en la

relacion de orden parcial dada por la inclusion de conjunto.

El siguiente teorema nos serd Util para demostrar un hecho medular en el desarrollo que

hicimos de la teoria de la medida en el segundo capitulo del presente trabajo.

Teorema 3:2.6 La interseccion de una familia arbitraria de anillos de conjuntos, es un

anillo de conjuntos. Es decir, sea {R,} _ una familia de anillos, entonces

acA

R =R

Es también un anillo.
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Demo: En efecto la demostracion es bastante obvia. Si 4, B € R , entonces, para todo

a €A setiene que 4,BeNR_ 4,BeR ,. Como cada R, es un anillo, AAB y A(\B

también pertenecen a cada R_ y por lo tanto a la interseccion. Luego R es cerrado

para la diferencia simétrica y la interseccion finita; es un anillo O

Teorema 3:2.7 Sea § una familia no vacia e conjuntos. Existe, y es Unico, un anillo
que la contiene y tal que esta incluido en cualquier otro anillo que la contenga. Es decir

existe un anillo minimal que contiene a § .

Demo: Sea ‘Bla union de la familia de conjuntos, es decir:

Y tomamos el anillo formado por P(%) (conjunto de partes de ‘B que siempre es

anillo). Sea I' el conjunto de todos los anillos de conjuntos que estan incluidos en

P(%). I # @ porque P(B)eTI . Entonces el anillo buscado es:

Como la interseccion de conjuntos estd incluida en cada uno de los conjuntos que la
forman, obtuvimos un anillo minimal. Veamos, ahora, que es unico. Sea R otro anillo

minimal, como PR (&) mismo es un elemento de T, R 2R (S). Pero ya se habia visto

que R(G) < R. Luego R(&) es tnico O

Definicion 3:2.5 Al anillo 9%(6) se lo denomina anillo de conjuntos generado por S .

' Uso la notacion conjuntista de ZF. Es decir, definimos (JA al conjunto de todos los elementos que son
miembros de miembros de 4. O sea, si 4= {Aa }QEA , entonces U4 =U {A,, }%A = U A .

acA

66



Una axiomatizacion de la teoria de la medida de Lebesgue partiendo de semianillos sin unidad

Cuando la familia G es arbitraria, el anillo generado no se puede obtener ni caracterizar
de una forma general. Pero, esto es posible de hacerse si G es un semianillo y es lo que
haremos a continuacion, caracterizaremos el anillo generado por un semianillo. Esta
generalizacion estd motivada por lo hecho arriba cuando se definid conjuntos

elementales. Como se comprobd arriba, la familia de conjuntos elementales es la
generada por la familia de intervalos de R". Veamos que como en el caso de R" en
donde los conjuntos elementales eran aquellos formados por uniones finitas y disjuntas

de intervalos de R", los conjuntos, que también llamaremos elementales ya que el
contexto evitard ambigiiedad, pertenecientes al anillo generado por un semianillo
también son aquellos y solo aquellos que se obtienen como unién disjunta de intervalos

del semianillo.

Teorema 3:2.8 Si & es un semianillo, entonces 9%(6) es la familia de conjuntos que
se pueden expresar como union disjunta de un numero finito de conjuntos del semianillo
& . O dicho de otra forma, si & es un semianillo, 9‘{(6) es la familia de conjuntos que

admiten una descomposicion finita en intervalos.

Demo: Sea X la familia de conjuntos que se expresan como union disjunta y finita de

elementas de &. Veamos que es un anillo de conjuntos. Sean A4,B € X . Es decir:

A:OAk y B :UB,.
k=1 i=1

Endonde {4,} .. =& ,{B/} __ <& yambas familias finitas son disjuntas dos a dos.

1<ksn — I<i<m

Formemos la familia: {Ci j}lgign donde cada elementos suyo es:

1<k<m

C,=4NB,.
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Como los semianillos son cerrados por intersecciones finitas de sus elementos,

{Cl.,j }Kis” c 6. Llamemos {Cp }1 , @ la familia de los C, ; # & . Por el teorema 3:2.2,

1<k<m <p=

Podemos descomponer a cada 4, y B,de la siguiente forma:

ny r n q
4.=Jb,, ulJc, vy B ={JE, UlJC,.
j=1 p=l =1 p=1

De aqui sale casi directamente la tesis ya que

AAB = U AkALmJ B

k=1 i=1

00 Jo0Gs v0e

k=1 j=1 =
n  n m n
-UUp, UUUE,
k=1 j=1 i=l =1

anz=_J4n|)3
k=1 i=1

(OUDMUUC jﬂ(UUEUUC]

k=1 j=1 i=1 =1

-Ue,
p=1

En donde, por construccion, todas las uniones son disjuntas y de elementos de &.
Luego X es, efectivamente un anillo que contiene a G, luego, 9%(6) cX.

Pero, 9%(6), por ser anillo tiene que contener a todos los conjuntos que son uniones
finitas de elementos suyos, en particular los que son uniones de elementos de &,

entonces = < R (). De donde se desprende la tesis O

Luego en el desarrollo se introdujo el concepto de o-aditividad de la medida y

conjuntos o-elementales. Esto era necesario para poder dar una medida en conjuntos
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mas generales, no solo una medida para conjuntos que se descompusieran en forma
finita, sino para conjuntos que fueran unién disjunta de una familia numerable de
intervalos. En realidad, en el desarrollo definimos conjunto o-elementales como union
disjunta y numerable de conjuntos elementales y después se demostré que esto era
equivalente a definirlos como union disjunta y numerable de intervalos. Entonces en lo
que sigue damos la definicion axiomatica de la estructura que suplird el lugar de los
conjuntos o-elementales. Notese que aun seguimos trabajando con estructuras de
conjuntos, todavia no se ha definido el concepto de medida. Este vendra una vez que

tengamos preparado el terreno.

Definicion3:2.6 Un anillo de conjuntos R se denomina o-anillo si para toda sucesion
de conjuntos de €l, se tiene que su unién también es parte de R . Es decir, sean {Ai}ieN ,

entonces:

UAED%

ieN

Si el o-anillo, ademas tiene unidad, el conjunto se denomina o-algebra. A los

elementos del o-anillose los denomina o-elementales .

Definicion 3:2.7 Un anillo de conjuntos R se denomina J-anillo si para toda sucesion
de conjuntos de ¢l, se tiene que su interseccion también es parte de R . Es decir, sean

{4 }ieN , entonces:

ﬂAl.eiR

ieN

Si el anillo, ademas tiene unidad, el conjunto se denomina oJ-algebra. Ademas la

unidad del anillo es la unidad de la o-algebra. En efecto, Como se cumple que
ANE=A4 sii ACE y que Ee€R, (9%), se tiene que toda interseccion, diferencia

simétrica e interseccion estd incluida en £ . Por lo tanto para todo elemento A de la

o-algebra, ANE=A.
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Teorema 3:2.9 Toda o-algebra es una o-algebra.

Demo: Sea E la identidad del anillo, entonces, todo conjunto de éste esta incluido en

E . Por lo tanto si ‘R es o-algebra, entonces, para todo {A.}ieN tenemos que, por ser

1

R anillo, {E—4} _ estéincluidaen R.

ie

(WE-4}=E-|J{E-[E-4]}=E-|J4 eR

ieN ieN ieN

Pero, otra vez, por res R anillo, si E —UA, € ‘R, entonces, UA7 eR. Es decir que

ieN ieN
toda J-algebra es una o-algebra .

Reciprocamente, si R es o-algebra, entonces, para todo {A.}ieN tenemos que, por ser

1

R anillo, {E—4} _ estéincluidaen R.

ie

UE-4=E-()4eR

ieN ieN

Pero, otra vez, por res R anillo, si E —ﬂAl. € ‘R, entonces, ﬂAi €R. Es decir que

ieN ieN

toda o-algebra es una o-algebra O

Esta ultima propiedad no tiene por qué ser verdadera para anillos sin unidad. En la
axiomatica que seguimos, definiremos la medida para o-anillos generadas por un anillo

sin unidad, a diferencia de la mayoria de las axiomaticas que lo hacen para o-algebras.

Teorema 3:2.10 La interseccion de o-anillos es un o-anillo. Es decir, si {D%Ef)} es

acA

una familia de o-anillos, entonces:

R, =R

acA

70



Una axiomatizacion de la teoria de la medida de Lebesgue partiendo de semianillos sin unidad

Es un o-anillo.

Demo: Como cada R es un o-anillo, cada uno de ellos es un anillo y su interseccion

lo es, por el teorema 3:5. Ademas, sea {4,} _ < R paratodo & € A, entonces:

UA[ e R paracada a €A

ieN

Ya que cada R es un o-anillo. Luego

U ey =,

ieN acA

Y con esto llegamos a que R _es un o-anillo O

Sigamos con nuestro plan, y veamos que dada un una familia no vacia de conjuntos,
existe un o-anillo minimal. Después veremos que si esta familia de conjuntos es un

anillo YR, entonces los elementos del o-anillo son faciles de caracterizar.

Teorema 3:2.11 Sea § una familia de conjuntos, entonces existe un o-anilloque

contiene a § y que denotaremos con el simbolo R (ER) y llamaremos o-anillo
generado por R, tal que cualquier otro R, que contiene e R, contiene a su vez a

R, (R). Ademas éste ultimo es unico.

Demo: Sea ‘B launion de la familia §, o sea:

B=J3
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Entonces P(B) es un o-anillo (La unién arbitraria de elementos de P(B) es un
elemento de P(%) )- Sea I' #J, por lo aclarado en el paréntesis, el conjunto de todos

los o-anillos de conjuntos que estan incluidos en P(%). Entonces el o-anillobuscado

€S

R, (3)= 1%,

R, el

La interseccion es anillo, 3:2,6. Sea, ahora {Ai}l_eN - ﬂ R_ , esta sucesion pertenece a
R,el

cada anillo. Pero cada anillo es o-anillo. Luego su unién pertenece a cada elemento de

la interseccion; luego pertenece a la interseccion y ﬂ R_ esefectivamente o-anillo.
R,el

Como la interseccion de conjuntos estd incluida en cada uno de los conjuntos que la

forman, obtuvimos un o-anillo minimal. Veamos, ahora, que es tnica. Sea R_ otro

o-anillo minimal, como R_(§) mismo es un elemento de T, R_cR, (§). Pero ya

se habia visto que R, (F) =R, . Luego R, (F) es tnica O

Como antes, si la familia de conjuntos § es un anillo de conjuntos, es facil caracterizar

al o-anillo minimal. Veamos esto:

Teorema 3:2.12 Sea R un anillo, entonces R (9‘{) es la familia de conjuntos que se

obtienen como uniones numerables y disjuntas de elementos de ‘R .

Demo: Sea X el conjunto formado por las uniones numerables y disjuntas de conjuntos

de R . Demostremos que X es un o-anillo.

Es un anillo, la demo es mutatis mutandis la de 3:2.8. Sea {A.}ieN c 2. Formemos la

1

familia {Ai*}. < 2 de la siguiente forma:

ieN

A =4
A =4-] 4 si2<i

I<k<i
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Sea p # j, supongamos que p< j.Luego 4, e U A, o sea que ningun elemento de

i<k<j

A, pertenece a 4,. Es decir 4,14, = . Por la construccion UA; c UAi, porque

ieN ieN

cada 4 < A.. Ahora, si x e UAl. tomemos el conjunto de todos los i tales que x € 4,.
ieN

Como es un subconjunto de N, tiene primer elemento, sea ;. Entonces x € 4,, pero a

ningun 4, con /< j, es decir x € A:, y por lo tanto a UA,* . Lo que implica a su vez

que, (J4 <4 .

ieN ieN

Luego, | J4 =(J4 eZ. Luego I es o-anillo y contiene a R, (R) por ser este

ieN ieN
ultimo o-anillo minimal que contiene a R . Pero £ < R (9%) ya que X es el conjunto

formado por uniones numerables disjuntas de elementos de R y R, (9%) es un

conjunto cerrado por uniones numerables, disjuntas o no. Luego se sigue la tesis O

Corolario (importante): Sea R un anillo generado por un semianillo &, entonces

R, (i)‘{) es la familia de conjuntos que se obtienen como uniones numerables y

disjuntas de elementos de & .

Demo: Es una consecuencia directa del teorema anterior y del teorema 3:2.8 teniendo

en cuenta que la union numerable de conjuntos finitos es numerable O

Veamos algunas definiciones necesarias para introducir un teorema de vital importancia

al desarrollo de la teoria.

Teorema 3:2.13 Si un algebra de conjuntos es clase mono6tono, entonces es un

o-algebra y reciprocamente una o-algebra es clase monotona.
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Demo: Sea § un algebra de conjuntos y sea {A } una sucesion de conjuntos suyos.

n

Definamos la sucesion {A,-*} de la siguiente forma:

A =4

4 =4

j<i

Luego, como el algebra es clase mondtona y {A,} es crecientey 4/ UA, tenemos
i=N

que U A €%§ . Pero UA; = UA,. . Esto es, § es cerrada por uniones numerables, o sea
i=N i=N i=N

es una o-algebra .
Reciprocamente, por el teorema 3:7, la o-algebra es, no sélo, cerrada por uniones
numerables de conjuntos suyos, sino también que por intersecciones numerables. Luego

si{d}cFyd A4, AeF yaque

A=J4

ieN

Y § es o-algebra. Por otra parte, si {4,} = F y 4, W4, AeF yaque

A4=(4.

ieN

Luego la o-algebra es clase mondtona O

3:3 Medida sobre semianillos, anillos y o-anillos de conjuntos.

Definiremos ahora el concepto de medida para los subconjuntos de un conjunto €2.
Primero para un subanillo de conjuntos de €2, luego para el anillo generado. Esto se
hard de forma tal que la medida de un conjunto del semianillo sea la misma que su
medida como elemento del anillo generado. Después definiremos una medida en el

o-anillo generado y de forma tal que la medida de un conjunto del anillo sea la misma
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que su medida como elemento del o-anillo. En el siguiente paso se vera el problema de
extender esta medida a todos los subconjuntos de (). Comencemos entonces con

nuestro plan.

Definicion 3:3.1 Una funcion u:6 — R se denomina medida sobre el semianillo sii
(i) El dominio de la funcién es un semianillo.
(ii) El recorrido de la funcion es el conjunto de los elementos de Rno negativos.

(iii) Es aditiva, es decir, sea {Al, A4,,..., An} < G una familia disjunta y finita, tal que

n
U 4, € &, entonces:
i=1

Como primera consecuencia de la definicion, se sigue que la medida del conjunto vacio

es cero. En efecto (D) = u(SUD) = u(D)+ u(D), luego, 1(B)=0 O

Definicion 3:3.2 Sea f una medida sobre una familia § de conjuntos. Si para cada

sucesion de conjuntos disjunto dos a dos, {Ak }ng tal que U A4, € § se cumple que:
keN

ﬁ[UAk}Zﬁ(Ak)

keN keN

Diremos que la medida es o-aditiva . Si en cambio se cumple:

iU s 3aca)

keN keN

La medida se denominara o-subaditiva .
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Los dos siguientes teoremas son necesarios para el desarrollo posterior. Y se verd como

entran en juego las propiedades de los semianillos en las demostraciones.

Teorema 3:3.1 Sean los conjuntos de & 4,,4,,...,4,, 4, tales que para 1<i<n,

A, < A ylafamilia {4, 4,,...,4,} es disjunta. Entonces:

n+m

Demo: Por el teorema 3:2.2, 4= U C, ,endonde C,=4 sil<is<nyC =B_, si
i=1

n+1<i<m y son todos disjuntos dos a dos. Luego, como la medida es aditiva,

m
Pero, como la medida es siempre no negativa, 0 < Z ,u(Bl.) .Y, entonces,

jzlﬂ(A,.)gﬂ(A) 0

Corolario: Si 4, c 4, entonces (4,)< p(A4).
Demo: Es el caso en que la familia {4, 4,,...,4,} es unitaria O

Teorema 3:3.2 Sea {4,, 4,,...,4,} una familia arbitrariade & y 4€&. Si
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Entonces, se cumple:

Demo: Por el teorema 3:2.3, existe una familia disjunta del semianillo {Bl,Bz,...,Bm},

tal que para cada elemento de {4, 4,,...,4,,4,,,} donde A=A, secumple:

4, = UB_}. para 1<k <n+l1.

JEN;

Luego, como la familia {BI,BZ,...,Bm} esdisjuntay 4=4,, = U B,

JEN 1

ut)=a U s |- 3 uls)

JEN,41 JEN 1

Por otro lado,

2 ”(Bi)SiZ”(Bj>=i/‘(U BJJ:i:/‘(Ai)

JeN, i=l jeN; i=1 JEN; i=

En donde la desigualdad se cumple ya que en la sumatoria doble aparecen los mismos

términos positivos que en la primera sumatoria mas otros, y ademas algunos de ellos

aparecen repetidos. En efecto, en la segunda sumatoria un y(B,.) aparece ¢ veces si B,

pertenece a ¢ conjuntos A4,. En definitiva, se obtiene la tesis O

Si en particular, en el teorema anterior, n =1, volvemos a obtener el corolario del

teorema 3:3.1.

Ahora nos proponemos seguir adelante y obtener una medida para un anillo. Para esto la

siguiente definicion.
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Definicion3:3.3 Sea S, = S, dos familias de conjuntos en las que estan definidas las
medidas g, y p, respectivamente. Decimos que g, es una extension de p; si para

todo 4 € S,, se cumple:

H (A) ) (A)
Si w4, una extension de 4, notamos f, = ex( ,ul) .

Teorema 3:3.3 Sea 1 una medida sobre el semianillo & . Existe una tinica extension

de ésta al anillo generado R(S). La llamaremos 2 : R — R.

Demo: Definamos la medida g de la siguiente forma. Sea A:UA,-, en donde

i=1

{4,4,,..,4,} =S esuna descomposicién de 4. Entonces su medida es:

Tenemos que probar, antes que nada, que es efectivamente una medida. Cada elemento

de la imagen es suma de elementos no negativos, luego es no negativo. El dominio es

un semianillo por ser un anillo. Sea {B,B,....,B,} = 9R(S) una familia disjunta.
Entonces cada uno de los elementos es union de una familia finita y disjunta de

SM;

elementos de &, sea {Bi,lﬂBi,27"'9Bi }QG la descomposicion de B, para 1<i<m.

Entonces B, = UBI.J y

i=1

u[Us)-u 008, |- uls,)-Zue)

i=1 j=1

En la segunda igualdad se aplica la definicion de gz .Luego g, es aditiva.

Ademas, la medida de un conjunto del anillo es independiente de la descomposicion del

conjunto elemental en conjuntos del semianillo. Es obvio que esta propiedad es
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fundamental, de lo contrario la definicidon no tendria sentido. Probémoslo, sean dos

descomposiciones de 4 < 9{(6) , a saber:

Como los semianillos son cerrados por intersecciones finitas, tenemos que B, (1C, € &

para 1<i<n y 1< j<m. Todas estas intersecciones son disjuntas dos a dos. Ademas,

es B, =LmJ(Bl.ﬂCj) y C, zo(BiﬂCj),porlo que
j=1 i=1

m

ﬂ(Bi):Zﬂ(Bi ﬂCj) y ﬂ(C;)=Zﬂ(Bf ﬂCj)

Jj=1 i=l

Luego:

n
Solo nos queda ver que esta extension es Unica. Sea /i, otra extensiony sea 4 = UBi

i=1

un conjunto arbitrario de ‘R (6) y su descomposicion en elementos de & . Entonces:

Luego la extension es unica. Ademds queda probado que la medida de todo conjunto de

un anillo es finita por se suma finita de reales O
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Nota 3:3.1 En la demostracion de 3:3.1 y 3:3.2 solo se us6é como hipdétesis que la

medida fuera aditiva, luego, como g , es aditiva, 3:3.1 y 3:3.2 se cumplen, también,

para esta extension de x sobre el anillo generado. Tenemos:

A, tales que

n?o

Corolario del teorema 3:3.1 Sean los conjuntos de 9‘{(6) A,4,,..,

para 1<i<n, 4 < A ylafamilia {4, 4,....,4,} es disjunta. Entonces:

Zﬂl (Ai) SH (A)
i=l1
En particular, si 4, c 4, 14 (4,)< 1, (A) .

Corolario del teorema 3:3.2 Sea {4,, 4,,...,4,} una familia arbitraria de R(S) y

Aeﬂ%(@). Si

Entonces, se cumple:

En el teorema que sigue ampliamos el alcance de los conceptos vistos en el segundo

capitulo del trabajo. Alli partimos de una medida sobre el semianillo en cuestion ( el de
los intervalos de R") que era aditiva y luego probamos (por propiedades topologicas
del espacio métrico usual de R") que la medida de los conjuntos del anillo (el de los
conjuntos elementales de R") es o-aditiva. Veremos que si la medida es o-aditiva en

el semianillo &, entonces lo es en el anillo 9‘{(6) . En efecto se probara que la medida

en el anillo 9‘{(6) es o-aditiva si lo es en el semianillo que lo genera, &. Esto se
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podria haber hecho en nuestro modelo, aunque preferimos dejar este enfoque para el

final, ampliando asi la cantidad de conceptos abarcados por la teoria.

Teorema 3:3.4 Si la medida x definida en un semianillo & es o-aditiva, la medida
t =ex () sobre R(S) también es o-aditiva.

Demo: Sea AeR(6) y {B} _, <R(S) una familia disjunta dos a dos. Y sea,

i

ademas,

A=J3,.

keN

Entonces queremos probar que

H (A) = ZILII (Bk)

keN

Sabemos que, tanto 4 como B, con k€N, se pueden descomponer en elementos de

S;
A:U;y@=U&W
j=1 i=1

Formemos la familia {Ck,i’j=Sk,l.ﬂZj/Ck,iJ¢®}. Como & es cerrado por

intersecciones finitas, cada C.,, €6y, ademas, la familia {Ck }v; G es disjunta. En

i
efecto, si (k,i, /) # (k',i', j') se tiene que C,, . NC,, =D yaquesi:

e k#k', porque C,,, cS, AC,, S,y S,NS, =3, porque a su vez,

P
Ry

S, € B, AS, B,y B, B, = por hipotesis.
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e (=i, porque, para cada keN, S, S,,=C ya que cada {Ski}l} es
) ) ’ <i<my
disjunta por ser una descomposicion de B, .
e j=#j,porque C,,, cZ AC,, . CZ, y {Zj}ISJ'Sn es disjunta por ser una

descomposicion de A

Por otro lado, como Z, c 4 , B, = US,U, y A= U US,U. se tiene,
i=1

keN i=1

my

Z;= UU(SkJ ﬂZj) (D).

keN i=1

Ademas,

n my n my

Bk:UU(Sk,ian) y ﬂl(Bk)zzzﬂ(Sk»ian)

j=1 i=1 j=1 i=1

Abhora si, podemos ir a la demostracion con la ayuda de lo probado arriba. Por (1),

Obtenemos que:

)= YUs.02) |- 2ol Utsn2) |- T uts.n2)

keN i=l1 keN i=l1 keN i=l1

Porque, por hipotesis, la medida ¢ de G es o-aditiva.

,Ul(A) = ilﬂ(zj) :2%:2/1(&,1' ﬂZj)zézn;izkly(SM ﬂZj):%ﬂl(Bk)

Que es la tesis O

Teorema 3:3.5Si 4, es o-aditiva en R(S), 4eR(S) y {4}

- SR (&) entonces:
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(i) |JA4 cA4yademas 4 N4, =D para i # j entonces Y14 (4,)< 1 (A)

keN keN

(i) Ac|J4, entonces s (A)<Y u(4,)

keN keN

Demo: (i) Como la medida es aditiva, para todo n € N, se cumple:

k”;M(Ak)smA) (1)

Por el primer corolario del teorema 3:3.1. Pero recodando un hecho de analisis

elemental que dice que si una sucesion {a j}‘

y s talque cada a; </, entonces se
Jje ’

cumple que:

lima, <1,

n

y que por definicidon la suma infinita es el limite de la sucesion de las sumas parciales, o

S€a.

n
Zak = hmZak
" k=l

keN

Obtenemos la tesis de (1). En efecto:

Zﬂl (4,)= lirl;nZAk < w1 (A)
=

keN

(ii) Formemos la siguiente sucesion disjunta dos a dos:

ANAsiik=1

B = k-1
“ (4N 4,)-J4 cuando k >1

i=1
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Por la misma prueba dada en el teorema 3:2.12 se llega a que esta familia es disjunta

dos a dos y que su unién es el conjunto 4. Como supusimos que la medida g es

o-aditiva , obtenemos:

H, (A) = Zﬂl (Bk) ()

keN

Como, ademas, para todo k, B, < A4, por el corolario del teorema 3:3.1 tenemos

1 (B,) < i (A4,) paratodo k y entonces:

qul(Bk)Szﬂl(Ak)

keN keN

Y por lo que dice la ecuacién (2) llegamos a la tesis:

H (A) s Zﬂl (Ak) O

keN

Nota 3:3.2 La propiedad (i) del teorema anterior es valida para toda medida aditiva, no

hace falta pedir mas. De aqui se puede obtener una generalizacion interesante.

Corolario: Si la medida sobre el semianillo & es aditiva, entonces, en 9%(6) ,

4 (A) <> 1,(4,) cuando se cumpla que A< | 4, donde los 4, son elementos del

keN keN

anillo generado R (S).

Demo: Directamente del anterior [

Extendamos la medida al o-anillo generada por R, R (9‘{) y veamos que es unica.
Esta demostracion es similar a la de la extension del semianillo & a 9’{(6) y es mas

que idéntica a la dada en la definicion de conjunto o-elemental de R”.
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Teorema 3:3.6 Si R es un anillo con medida o-aditiva, existe una unica extension de

estaa R, (R).

Demo: Sea 4= U A4, donde los 4, son los conjuntos elementales de R, disjuntos dos
keN

a dos que lo forman, definimos a su medida como sigue:

Ho (A) = Zﬂl (4)

keN

Las dos primeras condiciones para ser una medida las cumple. Veamos que es aditiva.

Sean A4,B e R (R) disjuntos, entonces tenemos las siguientes descomposiciones en

elementos de R: 4= U Ay B= UBk con 4,,B, €R para todo k. Luego

keN keN

#,(AUB)= /UO—(UAk U UBkJ = Zﬂ1(Ak)+Zﬂ1(Bk) = ﬂa(Ak)+lLla(Bk)
keN keN keN keN
En la segunda igualdad se aplico la definicion de x, , la demo se completa por
induccion como ya se hizo varias veces. Si la serie diverge, diremos que 1, (A) =+400.
St (A) es finita, esta definicidn es correcta, en efecto, sea (B/.)' . otra sucesion de
i) e

conjuntos de PR disjuntos dos a dos cuya union es A. Entonces para cada k€N se

tiene que

Ak:U(AknBj) A (AkmBj)ﬂ(AkﬂBi)=®sii¢j
y

B,=U(4N8) ~ (4NBIN(4NB)=Dsiix],
Entonces'”:

' Para més detalles de la validez de la siguiente igualdad referirse a Tom Apostol, Andlisis matemdtico 2°
ed., Reverté, Barcelona, 1996. En el capitulo 8 hay un desarrollo excelente del tema a pesar de no ser
exhaustivo.
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Hs (A) = Zﬂl (Ak)

keN

= ZZM(Ak ﬂBj)

keN jeN

= ZZM(Ak ﬂBj)

jeN keN

=Zﬂ1(3j)

jeN

La segunda y cuarta igualdades se cumplen ya que la medida definida sobre el anillo es
o-aditiva .
Si para una descomposicion la serie diverge, diverge para todas, porque de lo contrario,

si converge para una, por lo visto arriba en esta demo, lo haria para todas, absurdo O

Se tiene también el siguiente hecho digno de mencion, si el conjunto 4 = U B, esun
keN

conjunto o- elemental de R_ (), por el corolario del teorema 3:2.8, cada B, = UC,U. ,

i=1

en donde cada C,; € G y entonces:

Luego, como {Ck,l. lkeNAI<i< nk} es un conjunto numerable, lo podemos reordenar

y escribirlo como {Cp /peN } y?!

1, ()= X3 u(C,) = u(c,)

JjeN i=l peN

Por ende, la medida de un conjunto o-elemental es la suma de la serie de las medidas

de los conjuntos de & que lo componen (la serie es absolutamente convergente si es

% Es de gran importancia notar que la extensién de la medida del anillo a una en el o-anillo es posible
porque la medida del anillo es o-aditiva . Si la medida del anillo es, solamente, aditiva, la extension puede
no ser posible, o por lo menos no se puede llevar a cabo como lo hacemos aqui.

! Ver nota 7
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convergente ya que las medidas son no negativas). La demostracion de la unicidad se

desprende directamente de lo dicho, la demostracion es una copia de la dada antes para

demostrar la unicidad de g O

Teorema 3:3.7% (i) Si la medidaen & es o-aditivay 9‘{(6) es el anillo generado, la
medida 4, =ex () sobre el o-anillo generado por el anillo, R (), que bien se lo
puede definir como generado por el semianillo, R (6) , es o-aditiva.

(ii)) Si A,BeR, (G) y A< B, entonces ,uG(A) <y, (B)

Demo: (i) Sea AeR_(R) tal que g, (4) <+ y {B,}, . <R, (R) una familia

keN
disjunta cuya uniéon es 4 (que desde ahora llamaremos una descomposicion numerable

de A), entonces queremos ver que:

#o (4) =2 44, (B,

keN

Sean las descomposiciones numerables en elementos del anillo:

A=J4 y B, =\JB,,
ieN jeN
Formemos la familia {Ci,k,j =4 NB,,;/i,k,jeNAC,  # @} c R. Esta familia es
disjunta dos a dos. Se tiene:

A= U Ci,k,j , B = U Uci,k,j y Bk,j = UCi,k,j

ieN keN jeN jeNieN ieN

Por definicion de y_, tenemos:

t(A) =232 1 (Couy )= 22 2 (Cay) = 2 21 (Be) =2 1. (B,)

ieN keN jeN keN jeN ieN keN jeN keN

2 Comparece con el teorema 3:3.4
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Lo primero se justifica por la definicion de . Lo segundo, porque las sumatorias son
absolutamente convergentes (ver Tom Apostol 6p. cit.). Y de vuelta definicion de z_ .

Fuimos mas escuetos en la demo ya que es muy similar a varias hechas a lo largo del

trabajo, sin embargo no esta incompleta, sélo dicha en pocas palabras.

(ii) Sea las descomposiciones de 4 y B siguientes:

A=J4 y B=JB,

ieN jeN

Formemos la familia {Ci,j =A4NB,;/i,jeNAC, ; # @} c R . Esta familia es disjunta

dos a dos. Se tiene,

H,(B)= 2, ”I(Cf,j)gZzﬂl(cw):ﬂa("l) O

G ;€B jeN ieN

Como en un o-anillo, las uniones numerables de elementos suyos son elementos suyos,

tenemos que la o-aditividad se cumple para cualquier familia del o-anillo

Definicion 3:3.4 Espacio de medida para conjuntos o-elementales. Un o-anillo de
subconjuntos de un conjunto 2 y una medida o-aditiva sobre ¢l forman una estructura

de conjuntos para los cuales estd definida una medida o-aditiva. A esta estructura la

notamos como (Q,S‘ia (6), ,ug) y, también, nos referiremos a ella como espacio de

medida para conjuntos o-elementales .

Nota 3:3.3 En la parte dos de la exposicion se vio que R era la mayor estructura para
la que se podia definir una medida que fuera aplicable a todo subconjunto suyo,
o-aditiva e invariante bajo la translacion. Ya que estas propiedades no se podian

extender a la familia de todos los subconjuntos de R". De aqui surge la importancia de

los o-anillos. Pero para seguir se tuvo que abandonar la pretension de una medida

aplicable a todo subconjunto deR". Luego el plan que se siguié fue el de conservar
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ambas propiedades aunque la medida no se aplicara a todo subconjunto y ademas
describir la clase de subconjuntos a la que esta medida era aplicable. Surgid asi el
concepto de conjunto medible. Veamos como agregamos esto a nuestra axiomatica, ya
que pretendemos seguir el mismo camino que en el modelo. Sin embargo, se vera, que
no es necesario que la familia de conjuntos medibles esté estrictamente incluida en el
conjunto de partida, se dan casos en que son iguales, o sea en donde todos los conjuntos

son medibles.

3:4 Medida exterior sobre un espacio de medida para conjuntos

o-elementales.

Este es el ultimo paso antes de llegar a la definicion de la medida de Lebesgue.
Veremos las propiedades de la medida exterior (que dicho sea de paso no es medida en
general) y el por qué no se la adopta por medida.

Adelantando, hasta el momento, las medidas que obtuvimos para clases mas generales
de conjuntos como extensiones de medidas sobre clases menos generales que cumplian
la propiedad de ser o-aditivas, en particular aditivas. En efecto, esto es una de las
caracteristicas fundamentales de una medida que pretenda extender el primitivo
concepto griego de medida; si una figura es la suma de dos figuras que no se solapan,
entonces su area es la suma de las areas. Es mas en nuestro plan, nos propusimos algo
mas general que implicaba lo anterior, si una figura esta formada por una cantidad
infinita de figuras que no se solapan (infinita numerable, la inica que casi entendian lo
griegos) su area debe ser la suma de las areas. Este concepto de o-aditividad no fue
alcanzado, sino hasta época reciente; los procesos de exhaucion griegos no pretendian
obtener una figura descompuesta en infinitas figuras, solo ir aproximando por medio de
cantidades finitas, aunque cada vez mayores.

En la segunda mitad de este trabajo ya vimos que, en general, una medida exterior no
tiene por qué ser aditiva, la que alli definimos, de hecho, no lo era. Por eso en nuestro
enfoque axiomatico debemos llegar a un concepto de medida que sea en todo caso
o-aditiva (y en particular aditiva).

Empecemos, entonces, a dar las definiciones y propiedades pertinentes.
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Definicion 3:4.1 Sea (Q,S)‘{G (6),;16) espacio de medida para conjuntos
o-elementales en donde®™ Qe R, (G) y Q¢& (podria pertenecer, pero no
necesariamente). Definimos medida exterior, m, :P(Q) >R , de la siguiente forma. La

medida exterior de un elemento 4 de P(Q) es:

m,(A)=inf H donde H={u (U)/AcUAUeR,_ (6)}

Si el infimo de este conjunto es un real (pertenece a ﬁ—{+oo} ), se dice que A tiene
medida exterior finita. Es evidente que m, (@) =0, yaque Je H por ser elemental (y
obviamente o-elemental) y x (D)= u()=0. Notese que como suponemos que

QeR,_(6) H+D(QeH) ypor lo tanto el infimo estd definido para todo conjunto
de Q).

La primera propiedad de la medida exterior surge, simplemente, porque la medida

exterior es el infimo de un conjunto.

Teorema 3:4.1 Para todo real & >0 existe un U, € R(S) tal que:

Demo: Es una propiedad del infimo O

Teorema 3:4.2 Si AeR_(S), entonces m, (A4) = p, (4).

3 Si no se pide como necesario que Q € Ry (6) , podria darse el caso que el H definido abajo sea

vacio. Si no se pide esta condicion, se podria reformular la teoria cambiando la definicion de H por la
siguiente: H ={u_ (U)/AcU AU eR_(6)}U{+x}. Se prueba que, en este caso, llegamos a obtener

los mismos resultados y que, lo mas importante, todo conjunto sigue teniendo medida exterior.
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Demo: Como AefR (&), entonces u, (A)eH y , por lo tanto, no es menor al
infimo; m,(A)< u, (A). Sea m,(A)< p, (A), entonces debe haber un x (A')e H tal
que m,(A)<pu, (A)<u,(4) y Ac A (sino u (A) seria al infimo). Pero esto es

absurdo por el teorema 3:3.7 (ii). Luego la tesis O
Teorema 3:4.3Si 4,Be P(Q) y Ac B entonces m,(A)<m,(B).

Demo: Sean H, el conjunto de todos los conjuntos o-elementales que contienena A4 y
H, el andlogo para B. Si U e H,, entonces BcU y como A estd incluido en B,

Ac U y estoimplica que U € H,. Entonces H, c H,.Y por propiedad del infimo de
un conjunto inf (H,) <inf(H, ), es decir, por definicion, m,(A4)<m,(B) O

Teorema 3:4.4 La medida exterior es o-subaditiva. Es decir, si {Ak}keN c P(Q) es

una familia disjunta dos a dos:

m (U J< B (4).

keN keN

Demo: Sea, paracada keN, U, eH, y

:ua(Ug,k)Sme(Ak)—i—zi’f’

Sumando todas las igualdades (Consideramos el caso en que la serie Zme(Ak)
keN

converge, el otro es trivialmente cierto ya que como es una serie de términos positivos,

si no converge es igual a +o ),

Z/’la(Ug,k)S Z{me(Ak)—’_%}: Zme(Ak)+g

keN keN keN
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Como lo anterior vale para todo & >0, tenemos:

> (U )<Y om, (4,) (1)

keN keN

Por otro lado, como en particular, x_ es o-subaditiva, se cumple

uJ[U Uj <24, (UL) @

keN keN

Como 4, cU,,, tenemos | J 4, = | JU,, . Pero | JU,, €, (&) y contienc a | J 4, ,

keN keN keN keN

es decir que pertenece al H de la definicion de medida exterior de U 4, . Entonces
keN

me(U Akj S/JJ[UU‘MJG)

keN keN

De (3), (2) y (1), obtenemos:

(U J<3m(4)

keN keN
Que es la tesis O
Corolario: La medida exterior es subaditiva

Demo: Es el teorema cuando {4,} . < P() es eventualmente el vacio O sea existe

un k, € N tal que si k, <k, entonces 4, = O

Teorema 3:4.5 Si 4,4, € P(Q) son de medida exterior finita, entonces se cumple la

desigualdad:
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m,(4)=m,(4)|<m,(4A4,)

Demo: Como 4, c 4,U(A4A4,) y A, <4 U(4A4,), por teorema 3:20 se tiene

respectivamente:
m (A4)<m (4,U(444,)) y m (4,)<m (4 U(4A4,))
Y por el corolario del teorema 3:21,
m,(A4)<m,(4,)+m,(AA4,) y m,(4)<m, (4)+m, (4A4,)
Luego, despejando llegamos a:
m,(4)=m,(4)<m (AA4,) y m,(4)=m,(4)2-m (4A4)
Y de esto a la tesis O

Teorema 3:4.6 Sea {4, }neN < P(€2) una sucesion de conjuntos eventualmente finita tal

que limm, (4,A4)=0, entonces m,(A)=1limm,(A4,). Y la medida exterior de A4 es

n

finita.
Demo: Como lim(AnAA) =0, entonces por el teorema  anterior,
lim|m, (A4,)—m, (A)‘ =0. O sea, lim[me (4,)—m, (A)] =limm,(A4,)—m,(4)=0,

despejando limm, (A4,)=m,(A). Como, ademds, si existe n, tal que si n,<n,

m,(A4,)<M; de la relacion:

n

m, (A )—me(A)‘Sme(AHAA), obtenemos la siguiente:

m,(A)-M <m,(A4)—-m,(A,)<m,(A4,A4). Despejando:

m,(A4)<m,(A,A4)+M
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Pero, como limm, (AHAA) =0, existe n, €N tal que para todo n >n,, hay un real N

n

para el cual m, (A4,A4) < N . En definitiva, se cumple:

m,(A)<SN+M

Luego m,(4) e R. El teorema estd demostrado I

Finalmente llegamos al tema central el de la definicion de medida. Aqui el plan
presenta una inflexion. Primero fuimos definiendo medidas para conjuntos mas
generales, medida sobre semianillos, medida sobre anillos que fueran extension de la

primera, y medida sobre o -anillos que fuera extension de la anterior. Esto era

siempre posible en R. Luego definimos una funcion para todo conjunto de P(R”) que

no alcanzo a ser medida, solo era o - subaditiva . Pero en todos los casos anteriores la
funcion de conjunto extension de la anterior se aplicaba a todo conjunto de la familia

de conjuntos introducida.

Para la ultima familia P(]R” ) , no pudimos llegar a encontrar una medida de todos sus

conjunto, esto lo hizo manifiesto el ejemplo del conjunto de Vitali para R". De aqui el
cambio en el proceso, ya no definimos una medida sobre la clase de todos los
subconjuntos de un conjunto dado. Lo que hicimos fue definir la clase de conjuntos
para los cuales la funcion de conjuntos hallada era una medida o -aditiva, los
llamados conjuntos medibles.

De aqui salio la idea que dio forma a nuestra axiomatizacion. Veremos entonces cuales

son, para un conjunto arbitrario la clase im(i)‘{a) de conjuntos medibles generados

por el o-anillo .

En el caso general que estamos viendo en nuestra axiomatica no hay por qué suponer

que 93?(9%0) # P(Q). Si se da el caso de la igualdad, tendriamos definida una medida

o -aditiva aplicable a todos los subconjuntos de un conjunto dado y la medida exterior
pasaria a ser la medida sobre todo subconjunto de Q. Que esto no ocurra en R" no es
consecuencia de la axiomatica, sino de propiedades de la medida menos general usada

y del axioma de eleccion, conceptos que no entran en nuestra teoria.
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Recalcando lo dicho, nuestra axiomatica no descarta la existencia de un Q tal que

zm(mg) = P(Q). Si llamamos m a la medida de la axiomatica, entonces decimos que
(Q,im,m) es un espacio de medida de Lebesgue. Si, ademas se da el caso que

Dﬁ:P(Q), decimos que (Q,P(Q),m) es un espacio de medida de Lebesgue con

. . . 24
conjuntos siempre medibles™".

3:5 Medida de Lebesgue sobre un espacio de medida para conjuntos

o-elementales.

Definicion 3:5.1 Sea (Q,S%G(G),ya) un espacio de medida para conjuntos

o-elementales , un conjunto E € P(Q) se dice medible si para todo real & >0 existe

U, eR,(6) tal que:

EcU,y me(Ug—E)<g.

Y si un conjunto es medible, su medida de Lebesgue (o simplemente medida como

escribiremos de ahora en mas) se define como la medida exterior del conjunto. Notamos

la medida del conjunto £ como m(E ) A la familia de todos los conjuntos medibles
la denotamos como M (R, ).
Ahora, dado un semianillo, este define univocamente un anillo 9%(6) . A su vez,

9‘{(6) define univocamente a ‘R, (9‘{), por lo que en definitiva, & define

univocamente al o-anillo, luego podemos decir que este ultimo esta generado por el

semianillo y anotar R_ (6) Pero el o-anillo define univocamente la familia de

conjuntos medibles, por lo tanto, el semianillo define univocamente a la familia de

2 La nomenclatura es nuestra.

% En algunas bibliografias se usan mE o |E | )
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conjuntos medibles. Luego llamamos a sm(ma) familia de conjuntos medibles

generada por & y notamos 93((6)

Teorema 3:5.1 Todo conjunto o-elemental R es medible y su medida es igual a

i, (R).

Demo: En efecto, paratodoreal ¢>0, RcU,=RYy

m (U, ~R)=m,(R~R)=m, (@) =0<¢

Y como se vio en el teorema 3:4.4, m,(R) =m(R)= u, (R) O

Teorema 3:5.2 Todo conjunto £ de medida exterior nula es medible y su medida es

CC1O0.

Demo: Si m,(E)=0, entonces por definicion de medida exterior, inf H =0 donde
H= {,ua (U)/EcUAUeR, (6)} Es decir que para todo &>0 existe un
UeR,(6) tal quu EcU y u, (U)=m,(U)<e, propiedad del infimo de un

conjunto. Pero U — E c U, entonces m,(E-U)<m,(U)<¢ y entonces E es medible

e

y su medida exterior es su medida O

Corolario (importante): Si un conjunto arbitrario E es medible y m(E)=0, entonces
para todo conjunto Ac E, m,(A4)<m,(E)=m(E)=0 y por el teorema anterior 4 es

medible, o sea 4 93((6) |

Definicion 3:5.2: Decimos que la medida z sobre una familia § es completa si se
cumple que para todo A€ F tal que (A4)=0, E€F si E < A. El corolario anterior

afirma, entonces, que la medida de Lebesgue es completa.
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Teorema 3:5.3 La interseccion de dos conjuntos medibles es medible. En consecuencia

la interseccion finita de conjuntos medibles es medible.

Demo: Sean 4,B €M (S), entonces Para todos &,s,>0 existen U, .U, €R, (&)

tales que:
AcU, A m(U,-A4)<gy. BcU, A m(U, -B)<s,.
Sea un ¢ > 0 arbitrario, tomemos ¢,,¢&, >0 talesque & +¢&,<¢,
(U, Nu,,)-(4nB)<(U, - 4)U(U,, - B)
Entonces:

mA(U, U, )= (ANB)}<m (U, - 4)+m (U, - B)<5+e,<e

Luego A()B es medible O

Teorema 3:5.4 La union numerable de conjuntos medibles es medible. Es decir si

{Et}ng < M(S) entonces: U = UEZ. eM(S).

ieN

Demo: Como cada E, € M (&), tenemos que para cualquier & >0 existe U, , € H, tal

que:
E cU, ym(U,,-E)<2'¢

Entonces,
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UE <Uu, v Uu.,-UE U, &)

ieN ieN ieN ieN ieN

Por lo tanto,

me(UU” —UEij <>m (U, -E)<Y2'e=¢

ieN ieN ieN ieN

Luego U =| JE, e M(6) O

ieN

Definicion 3:5.3 Un conjunto es finitamente medible, si es medible y su medida

pertenece a R .

En lo que sigue vamos a demostrar que Dﬁ(G) es un o-anillo y aprovechar todo lo

demostrado para este tipo de familia. Para ello antes tenemos que dar unas

demostraciones previas. Sin embargo, en la parte tres del trabajo se demostraron y se

partio de hipotesis de las estructuras de conjuntos. Como en nuestra teoria estas

hipotesis se cumplen las demostraciones son, mutatis mutandis, idénticas a las ya dadas

(de hecho si uno las escribe no hay siquiera que cambiar nada en absoluto). Por eso se

pueden dar por demostradas las siguientes propiedades.

Teorema 3:5.5 (el anadlogo al Teorema 2:3.2) Las siguientes afirmaciones son

equivalentes

(i) El conjunto E pertenece a M(S) y es de medida finita.

(ii) Para todo real £>0, existe 4R (&) tal que m, (AAE) <g

Demo: Si E es de medida finita, tenemos que para cada €>0 existe U = U S, con
keN

S, e Gtal que:
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EcU vy me(U—E)<2_18.

Como U =EU(U - E) se obtienen que m, (U) es finita. Como U=|]JS, y

keN

m,(U) =2 m,(S,)

keN

es convergente. Se tiene que para cierto N € N se cumple

ime (Sk) < 2_16
k=N

Entonces definimos:

=

-1
A=Js, y B=]JS,

o
k=N

-
L

A es elemental y U=A4AUB. Se tiene: A-EcCU-E por lo que
m,(A-E)<m,(U-B)<2'¢. Y E-AcU-A4=B por lo  que

m,(E—A)<m,(U-A4)<m,(B)<2"¢. Como
ANE =(A-E)U(E-A4)
tenemos:
m,(AAE)<m,(A—E)+m,(E—-A)<e¢.

Supongamos, ahora, que se cumple (ii), o sea existe un conjunto elemental 4 tal que

!

. £
me(AAE )< & para cada £>0, en particular se cumple para gﬁg, Entonces, por

definicion de medida exterior, existe un conjunto o- elemental V' R (6) tal que:

99



Una axiomatizacion de la teoria de la medida de Lebesgue partiendo de semianillos sin unidad

!

ANECV y me(V)<%

El conjunto o-elemental U cumple, Ec AU(AAE)=AUV =U y es de medida

finita, entonces, como, m,(E)<m,(U) se tiene que la medida exterior de £ es finita.

Por otro lado:
U-Ec(U-AHUMA-E)ycV UV =V
Pero entonces:

m,(U-E)<m,(V)<e&

r 26
Como se queria probar™ O
En el teorema vimos que ser finitamente medible es equivalente a la afirmacion:

(ii) Para todo real ¢ >0, existe un conjunto elemental 4 €& tal que m, (AAE ) <&

Esto es, dada una sucesion de reales positivos ¢, — 0, tenemos para cada k€ N un
conjunto elemental 4, €S tal que m, (4AE)< ¢, . Dicho de otro modo, lo anterior es

equivalente a:

(ii)" Existe una sucesion de conjuntos elementales (4, )keN < & tal que m, (4,AE) —>0

cuando k — .

% Esta demostracion es una copia de la dada para el teorema analogo del modelo y se podria haber
omitido sin pérdida de rigurosidad. De ahora en adelante este tipo de demostraciones, las que son muy
similares a las del modelo, se omiten y se indica al lector cual es su similar.
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Si decimos que una sucesion de conjuntos, de medida exterior finita, (Ak) converge a £

si m,(4AE)—>0 cuando k —>o y anotamos A4, — E cuando k — o0, tenemos la

siguiente expresion de la proposicion anterior.

(ii)" Existe una sucesion de conjuntos elementales (Ak)keN c6 tal que 4, > FE

cuando k —> .
Resumiendo, una expresion alternativa de 3:26 es la siguiente:

Un conjunto £ es finitamente medible si, y sélo si, existe una sucesion de conjuntos

elementales (4, ), , €&, tal que 4, — E cuando k — 0.

Teniendo en cuenta, ademas, el teorema 3:4.6, tenemos demostrado:

Teorema 3:5.6 Un conjunto E € (&) y es de medida finita si, y sélo si, existe una

sucesion de conjuntos (4, ) oy &6, tal que 4, — E cuando k — 0. Ademds

m(E)=1limm/(4,)

k—o

Teorema 3:5.7 Si 4, > E y B, — F, donde (4,),_ .(B,),, €S son sucesiones de

conjuntos elementales, se cumple:

A —-B,—>E-F

Demo: Ver demo del Teorema 3:3.5 O

Teorema 3:5.8 Si £ y F son conjuntos finitamente medibles, entonces £ —F lo es

también. Y de esto se deduce que si s6lo son medibles, la diferencia también lo es.

Demo: Ver2:3.50
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Teorema 3:5.9 Si 4,B son conjuntos finitamente medibles , ANB y AUB lo son

también, se tiene:

m(AUB)+m(ANB)=m(A)+m(B)

Y si A(\B =, entonces:

m(AUB)=m(A4)+m(B)

Demo: Ver la demostracion de 3:3.6

Por induccion se puede probar que si 4,,...,4,, son conjuntos disjuntos dos a dos y

finitamente medibles, entonces:

Con lo anterior podemos probar un resultado importante, ya que muestra que 9)1(6)

tiene una estructura bien definida.

Teorema 3:5.10 Si Ees la unién de una sucesion de conjuntos medibles disjuntos dos

ados (E,), entonces:

m(E)= Zm(Ek),

también se cumple que m(E)<D m(E,) si los conjuntos no son necesariamente
keN

disjuntos dos a dos.

Demo: Ver la demostracion del teorema 2:3.7 O
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Teorema 3:5.11 La familia 91(&) es un o-anillo.
Demo: Sean 4, B € M (S), tenemos que
ANBeM(S) y AABeM(O)

Lo primero por el teorema 3:5.1 y lo segundo porque, AAB=(A-B)U(B-4), el

teorema 3:5.2y 3:5.50

Con esto podemos hacer algo que hasta ahora se le puede haber pasado de alto al lector,
y es ver que la medida de Lebesgue es en efecto una medida, de hecho es una medida
o-aditiva. Recordando la definicion de medida ya dada, demos otra un tanto mas

general que se aplica muy bien a la familia de conjuntos medibles.

Definici6n 3:5.4 Una funcién z: 9(&) — R se denomina medida sobre el o-anillo
sii
(i) El dominio de la funcién es un o-anillo.
(ii) El recorrido de la funcién es el conjunto de los elementos de R no negativos.
(iii) Es aditiva, es decir, sea {4,,4,,..., 4,} = MM(S) una familia disjunta y finita,

entonces:

Si ademés, para todo familia {4, } . < M(S) se cumple que

ﬂ(UAk}Zﬂ(Ak)

keN

La medida se dice o-aditiva
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Teorema 3:5.12 La medida m de Lebesgue es una medida o-aditiva sobre 93((6)

Demo: (i) Se probd en el teorema 3:5.11 que ED?(G) es efectivamente un o-anillo. (ii)
Sale directamente de la definiciéon de m . (iii)) Se vio en el teorema 3:5.4. Y que es

sigma aditiva se vio en el teorema 3:5.10 O

Extendamos un poco mas nuestra teoria, ya que lo que sigue se cumple en muchos casos
y amplia en gran medida la cantidad de conjuntos medibles porque, en este caso,
podremos afirmar que si un conjunto es medible, lo es también su complemento. Y de
hecho es una propiedad que cumple nuestro modelo de partida. Recordemos que el
c-anillo R es una o-adlgebra si posee un conjunto unidad, es decir un E €R_ tal
que para todo A€ R, A(VE = A. Por esto, todo elemento de ED?(G) esta incluido en
E y podemos hablar del complemento de un conjunto relativo a E, o sea

o (A) = E— A4 y se cumplirdn, entre otros propiedades, las de De Morgan relativas a

E.

Teorema 3:5.13 Dada una sucesién creciente de conjuntos de medida finita (E, ) e ©

sea, una sucesion tal que si i < j, E; ¢ E, entonces:

(UE j—hmm E,)

keN koo

Y si ademis M(S) es o-algebra y (E,) . es una sucesion decreciente, con

m(E,)<oo paraalgin k €N, se cumple:

(ﬂE j—hmm E)
keN k—oo

Demo: Ver la demostracion del teorema 2:3.9 O
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Teorema 3:5.14 Si 9)?(6) es una o-algebra, entonces, si Aeﬁﬁ(@), entonces

CE(4) eM(S).
Demo: Directamente del teorema 3:5.5 O

Ademas se vio, teorema 3:2.5, que toda o-algebra es una J-algebra, luego 9)?(6) lo

es y tenemos demostrado el siguiente teorema:

Teorema 3:5.15 La interseccion de una familia numerable de conjuntos medibles es un

conjunto medible.
3:6 Un gran paréntesis en la exposicion

En realidad cabe aclarar que en el desarrollo del modelo no se prob6 que la medida de
intervalos era o-aditiva, soélo probamos la o-aditividad recién a partir de los
conjuntos elementales. Este es un enfoque comun y por eso se dejo asi. Sin embargo,
alli también es posible probar que la medida de intervalos es o-aditiva. Vamos a
agregar a continuacion una demostracion de esto para que quede mas marcada la

similitud entre el modelo y la teoria axiomatica.

Teorema 3:6.1 La familia de intervalos de de R” tiene estructura de semianillo.

Demo: Por definicion & es un intervalo. La interseccion de dos intervalos es un

intervalo, teorema 1:1.1. Sea I, = I intervalos. Entonces por teorema 1:1.3 parte 1,

-1, =U[k
i=2

Y, entonces,

1=Ilu(1—11)=lluo1k
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y se cumple que /, (11, = para 1<i,k <n.Luego, en efecto, el conjunto de

intervalos de R" es semianillo y se le aplican todas las propiedades de estos O

Teorema 3:6.2 Sea / un inérvalo de R" y sean, también, {I . }kéN intervalos de R”

tales que [ = U I, ,entonces
keN

u(1)< 2 u(ly).

keN

Y si los intervalos son disjuntos dos a dos, entonces:

u(l)= Z/J(Ik)

keN

Demo: Dado un &> 0 arbitrario, Para cada k existe un intervalo abierto U, tal que
I, cU y u(Uy)< y(lk)+2—i (1) por el teorema 2:1.5. Por el mismo teorema existe

un intervalo cerrado, £ < I tal que (1)=& <m(E).Como E es compactoy {U,}, .

es un cubrimiento abierto suyo, existe un subcubrimiento finito, y tenemos:
n
Ec UU £ -
i=1

Existe, por el teorema 3:2:3 una familia de intervalos B = {Bl,..., Bm} disjunta dos a dos,

n

tal que: E = U B, yU, = U B, 'y porende UUk,- szjB,.. Luego:

keM keM (Uy, ) i=1 i=1

I
]
=
.,?‘"m

) -ecute)=af Y. |- 3 u(o)<Sutn) -3

keM, keMy, i=1 k=1 keM (U, )

La segunda igualdad se cumple por el teorema 2:1.1. La primera desigualdad se
cumple porque los términos de la segunda sumatoria son los mismos que los de la

primera y ademads otros, el resto de los m sumandos . Y las dos ultimas sumatorias son
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iguales porque lo que se hizo fue reordenar los términos de una suma finita (propiedad

conmutativa de la suma de reales). Pero:

n n

> #(B)=2n(U,)<Xu(U,)

k=1 keM (U, ) k=1 keN

por el teorema 2:1.1 otra vez. De las dos tltimas ecuaciones y (1)

keN

u(0)-s< T ()4 5= Tt o
Y como esto vale para todo £ > 0, tenemos que

w(1)< Y ul1,).
keN
Si ademas, la familia {7, }keN es disjunta dos a dos, tenemos que para cada n e N, la
familia finita {7, | _ _es disjunta dos a dos. Ademas cada una esta contenida en / . Por

el teorema 3:2.2 podemos hallar {J, } tal que

n<k<m,

1={J,u)s,
Pt

k>n

Y los intervalos son disjuntos dos a dos. Por lo tanto
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Entonces, por propiedad de limite de sucesiones:

1) 2tim > (1) = 3 (1),

keN

Que junto a lo anterior nos da la tesis O

En la demostracion de que Y (1, )< pu(1) = y(U I kj solo se usaron las propiedades

keN keN
que los intervalos reales tienen por formar un semianillo. Luego se desprende que toda
medida en un semianillo es o-subaditiva , definicién 3:3.3. Y Por los teoremas 3:3.5 y
3:3.7 las medidas en anillos y o-anillos son también o-subaditiva siempre.
Probado este teorema, es evidente que el teorema que demostraba la o-aditividad en el

modelo es redundante. Sin embargo, demostrar la o-aditividad de los conjuntos

elementales de R" es menos trabajoso que hacerlo para intervalos, ya que hay que
cuidarse en las demos de no medir uniones de intervalos, que no son medibles a esa
altura del desarrollo del modelo y esto es una dificultad que obstaculiza bastante la
comprension de los teoremas. Ademads en ausencia de la axiomatica, habria que probar
que los intervalos reales cumplen con los teoremas 3:2.1 y 3:2.2, sin suponer que ellos
forman semianillos ya que este concepto no se uso en el modelo. Esto ultimo es un
problema con cierta dificultad, aunque no mayor a la demandada en la demostracion de
los teoremas mencionados y de hecho las demostraciones son similares. Pero, segliin se
presentd el modelo, no hizo falta introducir los similares al teorema 3:2.1 y 3:2.2

haciendo la exposicion del modelo mas corta.
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4: Los semianillos con unidad y la medida interior

4:1 Semianillos con identidad

Ahora ampliemos la axiomatica con el fin de mostrar coémo se puede ampliar nuestro
grupo de axiomas para introducir el concepto de medida interior®’. A lo largo del trabajo
y en la bibliografia se habla de anillos con unidad, sin embargo este concepto puede
definirse antes. Es decir dotar de una unidad al semianillo, al cual sera la unidad del

anillo y o-anillo generados, que pasaran a ser algebra y o-algebra respectivamente.

Igual, lo anterior no es necesario, es posible que un semianillo sin un elemento unidad
genere un anillo con ella.

Demos, entonces, la definicion. Que es una variacion de la definicion 3:2.1:

Definicion 4:1.1 Una familia & se denomina semianillo de conjuntos sii:
(i) Je6
(ii) A4,4,€6 entonces 4, (14,6
(iii) A,Ae€&, A c A, entonces existen {4,,4;,...,A4,} tales que A= UAk y
k=1

ANA =B izj 1<i,j<n

(iv) Y si existe un elemento E tal que para todo A& se cumple que

EMN A=A selo denomina unidad y al semianillo, semianillo con unidad.
Debido a esta definicion, tenemos:

Teorema 4:1.1 Un anillo, y o-anillo generados por un semianillo con unidas son

algebray o-algebra respectivamente.

" En nuestra teoria definiremos medida interior para el caso en que el semianillo tenga unidad. Es
posible, sin embargo, definir medida interior cuando el semianillo no tiene unidad y hay teorias en que
esto se lleva a cabo.
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Demo: En efecto, como para todo elemento A€ S, A(E = A, entonces todos los A

estan incluidos en E y por lo tanto lo esta cada interseccion finita o arbitraria de ellos.

Entonces, si BeR(6), B=0Ai con {4

[}lgl_gn c G, se tiene que todo elemento de

i=l1

9‘{(6) estd incluido en £ , que por definicion de anillo generado pertenece a 9‘{(6) %

entonces B()E = B . Luego el anillo es dlgebra. Lo mismo para la o-algebra O

Vimos, para el final de la tercera parte del trabajo, cuales de las propiedades del

o-anillo de cumplian si éste era o-algebra . Estas se seguiran cumpliendo en este caso.

Pero también se cumpliran otras, porque a diferencia de antes, si el elemento unidad de

la o-algebra es heredado del semianillo (o anillo si se introduce ahi), éste tiene medida

finita, cosa que de otra forma no es necesariamente cierta; en el caso en que el elemento

unitario de la o-algebrano lo es del semianillo (o anillo segin fuere). En efecto,

veamos este hecho, que es bastante evidente.

Teorema 4:1.2 Si el elemento unitario de la o-dlgebrase hereda del semianillo (o

anillo), entonces éste es de medida finita y son de medida finita todos los elementos de

la o-algebra .

Demo: Por la definicién de medida en un semianillo, todos sus elementos tienen medida
finita ya que la medida (definicion 3:3.1) y el hecho que las sumas son finitas es una

funcion x: S — R y por lo tanto la imagen de cada conjunto (su medida) es un real en

particular la de la unidad E. Pero entonces como la medida de cada elemento del anillo
generado es suma finita de reales, cada uno tiene medida finita. Por definicién de

extension de medida a la o-dlgebra, (teorema 3:3.4). Como la medida de
t, (E)= 4 (E)=u(E) éste tiene medida finita en la o-algebra y como todos los
elementos la o-dlgebra estdn incluidos en €1, por el teorema 3:18 (ii), todos los

elementos la o-algebra tienen medida finita. Es decir la serie 1, (4)=)_4(4,) con
keN

A, €R(S) es siempre absolutamente convergente. Y como R, (&) es cerrado por
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uniones numerables, las series Z i, (A4,) con 4, eR_(S) son siempre la medida de
keN

un conjunto de R (6) , luego son siempre absolutamente convergente O

En estas condiciones, podemos ahora definir la medida interior ya que lo anterior
implica que la medida exterior de un conjunto es siempre finita. En efecto, probemos

esto que es facil. Pero ahora la definicion 3:4.1 seria asi:

Definicion 4:1.2 Sea (Q,iﬁa (6),#6) espacio de medida para conjuntos
o-elementales en donde E €& es unidad (ahora R es, también, o-dlgebra) y por
tanto todo UefR_(S) estd incluido en E . Definimos medida exterior,

m,: P(Q) > R, de la siguiente forma. La medida exterior de un elemento 4 de P(Q)

e

€S

m,(A)=inf H donde H={uU(U)/A<;U/\U69‘{G(6)}

Debemos probar que, en efecto, m, : P(Q) — R. Pero esto es obvio porque el infimo de

un conjunto de reales no negativos es un real; de hecho no menor a cero. Y es finito, ya

que H # {+o0} nico conjunto con infimo +o .

4:2 Medida Interior y definiciones equivalentes de medibilidad derivadas

de ella

Ahora si, la definicion de medida interior.

Definicion 4:2.1 Sea (Q, R, (6), ,ug) espacio de medida para conjuntos

o-elementales en donde E €& es unidad, definimos medida interior de un conjunto al

real:

m,(A)=m(E)—m,(E—-A).
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Se desprende la siguiente propiedad muy facil de demostrar.

Teorema 4:2.1 Se tiene que para todo 4,
m, (4)<m, (4)
Demo: Sabemos que m, (A)=m(E)—m,(E—A) y como
m(E)=m({E~ AU 4)=m,({E~ AU A) < m, (£~ A)+ m,(4)
Obtenemos:
m(A4)<m,(E =AY+ m,(4)-m (B~ 4)=m,(4)

Que es la tesis O

Si A es medible (y por ende finitamente medible), como E es finitamente medible ,

E - A4 es finitamente medible y ademds,
m(A)=m(E)-m(E—A4)(1)
Por otro lado, como Ac E, m(EUA)=m(E) y como:
m(E)=m(EUAd)=m({E-A}UA)=m(E—A4)+m(4),
obtenemos

mi(A):m(E—A)+m(A)—m(E—A)=m(A):me(A) (2)
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Pero como m(E)—m(E—A)=m,(4)=m,(A), (2) equivale a

m(E)=m,(4)+m, (E~A)

Si A es medible.

Teorema 4:2.2 Si m,(A4)=m,(A) o lo equivalente m(E)=m,(A)+m,(E—A4),

entonces A4 es medibley m(A4)=m,(A)=m,(A) .

Demo: Vamos a demostrar que si m (E) >m, (A) +m, (E - A) 28, entonces, A€ 9)?(6) .

Sean UV, €R, (S) tales que AcU, y E-AcV,. Ya que los conjuntos son

o-elementales , son medibles y podemos escribir a E como la siguiente union disjunta:
E=(U, -V, )U, -U,)U(U,Nr,)
y por la aditividad de la medida,
m(E)=m(U,=V,)+m(V, U, )+m(U_NV,) (1)

Probemos que la hipotesis implica que dado cualquier & >0 existe un par de conjuntos

U,.V, con las condiciones de arriba que cumple que m(U, (\V, )< & . Por el absurdo,
supongamos que para todo par de conjuntos U_,V_ se tiene que existe un & > 0 tal que

m(U_V,)>&>0.Luego de (1) se deduce que

m(E)<m(UU—VJ)+m(VU—UU) (2).

% Esta desigualdad es la que hace que 4 sea medible, no hace falta pedir tanto como la igualdad. Sin
embargo, siempre es cierto que m(E)<m,(A)+m,(E—A) por la subaditividad de la medida exterior.
Por eso exigir la igualdad en la hipotesis no resta generalidad al teorema, porque en realidad lo Gnico que
se pide como condicion es m(E)>m,(A)+m,(E—A), no se pide la igualdad, esta viene sola, por

decirlo de alguna forma.
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Pero los conjuntos U_,V_ cumplenque: AcU_y E—AcV_, por lo tanto:

V-U cE-U cE-AyU, -V cE-V_cA

Y por teorema 3:4.3,

m(VU—UG)Sme(E—A) y m(Ua—VG)Sme(A).

Reemplazando esto en (2) obtenemos

m(E)<m,(E—A)+m,(A)

Que es absurdo ya que la hipdtesis supone lo contrario. Entonces hemos probado que

dado cualquier &£ >0 existe un par de conjuntos U_,V_eR_ (6) tales que AcU_y
E—-AcV_yque cumple que m(UU ﬂVG) <eg.

Por otro lado se cumple:

(U, - AUV, —(E-4))=(U,- UV, N4)={(U,- UV, }N(U, - 4)

Y como U, —Ac E—AcV, implica que (U, —A)UV, =V, y que AcU,, implica

que (U, —A)UA=U_ . Obtenemos:
(U, -A)U(V,-(E-4))=U, NV,

Ahora si demostramos que A4 € 9.71(6) Sea &> 0, entonces existe U_, el de arriba (y

un V_ también), talque AcU_, U, € R (G) y

m (U, - A)<m (U, - A)U(V, —(E-4))}=m (U,NV,)<e&
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O sea que, en efecto, 4 es medible y su media es (recuérdese la definicion de medida)

igual a la medida exterior que es igual a la interior O

Habiamos probado ya, a continuacion del teorema 4:2.1 que si 4 es medible entonces,
m,(A)=m,(A4) y el teorema 4:2.2 es el reciproco, si m,(A4)=m,(A), entonces A4 es
medible. Por lo tanto, llegamos con nuestra exposicion a dos definiciones equivalentes

de conjunto medible para los casos en que el semianillo & tiene unidad. Las

enunciamos:

Teorema 4:2.5 Si el semianillo & tiene unidad E entonces son equivalentes:

(i) AeM(S)
(i)  m,(A)=m,(A)
(iii) m(E)=m,(A)+m,(E—-A)

Y queda probado que la teoria de la medida de Lebesgue para semianillos con unidad es

. ’ r 2
un caso particular de nuestra teoria mas general® .

Para finalizar con el trabajo, hacemos unas aclaraciones con respecto a la estructura de
los conjuntos medibles. Todo lo expuesto en la segunda seccidon con respecto a la
estructura de los conjuntos medibles es consecuencia de la topologia de R” y son ajenas
a la axiomatizacion dada. Esto da un marco de referencia importante que nos permite
ver bien claro qué parte de nuestro modelo es fruto de la teoria axiomatica y que parte
es resultado de otras propiedades que pueda o no tener el conjunto de partida de la

mencionada axiomatica.

Damos, asi, por terminada la exposicion de nuestra teoria B

% Esta es una media mentira logica, ya que también es cierto que nuestra teoria es un caso particular de la
teoria de la medida para semianillos con unidad (también mas general). Aclarando, las teorias son
equivalentes.
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- Nuestra conclusion:

Como se prometio al principio del trabajo, pudimos desarrollar toda la teoria de la
medida de Lebesgue sin la necesidad de la introduccion de la medida interior de
conjuntos, por lo que podemos afirmar que el objetivo de la misma fue cumplido.

Sin embargo, no se agota aca el contenido de la exposicion. Se obtuvo una importante
cantidad de resultados importantes que echaran luz sobre la naturaleza de la teoria
axiomatica dada (desde ahora TMLE?"). También se obtuvieron importantes alcances en
la comprensién del modelo (Desde ahora TMLR?).

En cuanto a la invariancia de la medida bajo la translacidn, se vio que no es necesaria a
toda medida®®. En efecto en la exposicion axiomatica de  TMLE no aparece este
concepto, ni como axioma, ni como conclusion de ellos, es mds, abajo doy un pequefio
modelo en el cual esto no se cumple.

Por otro lado, vimos que la imposibilidad de extender la medida a todo conjunto de R”
en TMLR, una vez aceptada la invariancia de la translacion, es debida a que se
consideré como marco de referencia para la teoria a la teoria de conjuntos ZF-C que fue
posible la demostracion de la existencia de un conjunto no medible, el de Vitali, tnico
del que se dispone hasta el momento en TMLR. Este es un tema de cuidado en toda
teoria axiomatica, ya que el axioma de eleccion es una herramienta con una seria
dificultad logica inherente a ¢l, la comprobacion de la existencia de conjuntos para los
cuales ni es posible hallar una construccion. Es decir el mismo axioma postula la
existencia de conjuntos no susceptibles de descripcion dentro de la misma teoria ZF-C
de la cual forma parte como axioma. O sea que la imposibilidad de extender la medida a
todo conjunto en TMLR se basa en la existencia de un conjunto imposible de describir.
Debido a las controversias que el axioma de eleccion provoca, vemos como positiva su
eliminacion de nuestra teoria de la medida. Pero, por cada solucién surge un problema,
no se ha probado efectivamente que eliminando el axioma de eleccion todo conjunto de
R" es medible, lo tinico que podemos decir es que, hasta ahora, no se encontrd ningun

conjunto no medible aparte del de Vitali. Surge asi un nuevo problema que queda

3% Teorfa de la medida de Lebesgue para semianillos sin unidad, o sea en la que solo entra la medida
Exterior de Lebesgue.

3! Teorfa de la medida de Lebesgue para R" con la topologia usual.
32 Consultar Medida de Lebesgue-Stieltjes.
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abierto; el de encontrar un ejemplo de conjunto no medible en TMLR partiendo
solamente de ZF o demostrar que tal no existe.

En cuanto a la medida interior, se llegd a ver que este es so6lo una reformulacion de un
concepto ya existente; la medida exterior del complemento relativo de un conjunto a en
un espacio de medida de medida finita.

Ademas se llego a descubrir el germen de TMLE, probando que, ademas de la teoria
ZF, son dos los conceptos que construyen la teoria. Uno la definicion de una teoria
aditiva sobre un semianillo de conjuntos y la o-aditivad sobre esta misma familia.

Otro concepto que queda como complementario es el de las estructuras topoldgicas de
los conjuntos medibles. Los conjuntos medibles no tienen por que tener una
caracterizacion topologica, las que surgieron en TMLR se debian a la forma de definir
la medida para los intervalos de R" basada en la topologia usual del conjunto.

Entonces en una teoria de la medida no tienen por qué cumplirse que:

1: La medida es invariante bajo la translacion (es mas pueden darse teorias de la medida
de Lebesgue sobre conjuntos en los que, ni siquiera, se pueda definir una translacion).

2: Los espacios de medida no tienen por qué tener conjuntos no medibles.

3: Los conjuntos medibles de un espacio de medida no tienen por qué tener ninguna
caracterizacion topolégica.

Por ejemplo, sea Q=N y partamos del semianillo de los conjuntos finitos. Sobre ¢l

definimos la siguiente medida, si 4={qa,,a,,...a,}, entonces p(4)= i

i=1

En este

a;

ejemplo muy elemental, todo conjunto de P(N) es medible, de hecho, m(N)=1. La

medida no es invariante bajo la translacion, sea neN,

o1 1 &1 1 . . .
pu(A+n)= Zz(aiw) =or 2 = 2—n,u(A). Y el Gnico conjunto de medida nula es el
i=1

i=1

&, por lo que es trivialmente completo. Como, ademas todo conjunto es medible, no
hay ninguna caracteristica topologica que los diferencie.

Y, para finalizar, repitamos, recalquemos y enfaticemos; lo que se puede hacer con una
axiomatica con medida interior, se puede hacer con una que no la tenga.

Esta es nuestra conclusiéon oom
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