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El cuerpo Q(«) como extension de Q

Fayolle Ana Laura
Introduccion

Sabemos que el problema de encontrar soluciones racionales de una ecuacion f (t) =0con
f un polinomio con coeficientes racionales se resuelve completamente: el criterio de Gauss
nos proporciona el conjunto de posibles raices. También el problema de factorizar en
Q(t)tiene una respuesta definitiva: el algoritmo de factorizacién de Kronecker', aunque no la
mejor, es una herramienta para tal tarea.

Incluso conocemos diferentes métodos que permiten localizar de forma aproximada las

raices reales del polinomio f , si es que las tiene. Tales como el método de la biseccion, de la

secante, el método de Newton-Raphson, entre otros.

"' En el anexo puede encontrar los pasos en los que consiste tal algoritmo.
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Este trabajo pretende abordar el tema de raices de polinomios, pero desde una perspectiva
totalmente diferente.
Por el teorema fundamental del algebra sabemos que todo polinomio con coeficientes ra-

cionales, posee al menos una raiz (real o compleja). Eso no lo discutimos.

Ahora, sea f e Q(t) irreducible en Q ¢existe un cuerpo que incluya aQ Yy contenga una

de sus raices? La respuesta resultaria trivial si no aclaramos que deseamos que ese cuerpo sea
el menor cuerpo que la contenga; pues de no hacer esta aclaracion, la respuesta seriall si (] :
el cuerpo de los reales, 0,“como mucho”, el de los complejos.

Asi, el trabajo consiste en el andlisis de los cuerpos que surgen al tratar ecuaciones del ti-

po f(t)=0, con f un polinomio con coeficientes racionales e irreducible en Q.

Los cuatro capitulos del trabajo responden a la complejidad y generalidad de los casos y
conceptos analizados en cada uno de ellos.

En el primer capitulo veremos que el cuerpo buscado surge a partir de una raiz conocida
del polinomio (sea ésta real o compleja). Es decir, conociendo un elemento que anula al poli-
nomio, construimos a partir de éste al menor conjunto incluido en R (o, si el elemento es
complejo, incluido en C), que contenga a Q Y resulte cuerpo.

El segundo capitulo propone determinar este cuerpo en casos en que se desconocen las rai-
ces del polinomio. El “quid” del capitulo radica en un método que solo precisa la confirma-
cion de la existencia de raices, prescindiendo del reconocimiento preciso de las mismas. La
aplicacion del mismo supone el manejo de la nocién de clases de congruencia modulo un po-

linomio.

Il Este teorema es debido a Gauss (1777-1855) quién dio de él cinco demostraciones distintas. Actualmente,
existen decenas de demostraciones, algunas usan Andlisis Complejo, otras Teoria de Cuerpos o Topologia, todas
fuera del alcance de estas notas. En el anexo puede encontrar en qué consiste este reconocido teorema.
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En el tercer capitulo se hace una comparacion de las construcciones hechas en el primero y
segundo capitulo. La comparacion se erige, y por eso se hace posible, en los morfismos de
anillos.

Por Gltimo, se concluye con el concepto de cuerpo de descomposicion. Este ultimo capitulo
pretende dar un cierre al recorrido hecho en los capitulos anteriores. Humildemente se presen-
taran casos que ejemplifiquen lo planteado y que den una idea de lo que este concepto encie-
rra. Pero cabe aceptar que es en si mismo, un tema tan amplio y profundo, que sobrepasa los

limites de este trabajo.

Se notaré que cada capitulo finaliza con un teorema y su correspondiente demostracion. Es
una forma de “coronar” lo expuesto en cada uno de ellos y darle mayor rigor cientifico.
Al final del trabajo se da una aplicacion directa de este tipo de extensidn de cuerpos.

Esta consiste en racionalizar expresiones “no del todo usuales”.

"\Veremos mas adelante lo que realmente significa racionalizar una expresion.
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Capitulo 1: El cuerpo Q(«)

Sea f (t)un polinomio con coeficientes en un cuerpo E e irreducible en dicho cuerpo.

Sea « un elemento tal que f(a)=0.

Nos proponemos definir, primero, al menor conjunto K que contenga al elemento « tal

que EcK.

Luego, nuestro objetivo es poder demostrar cual es la estructura del conjunto K.

Para ello trabajaremos con un caso concreto.

Consideremos el polinomio f(t)=t*-3 Q[t] .

Sabemos por el teorema de Gauss que no posee raices racionales. Por ser un polinomio de
grado 3, se desprende entonces, que es irreducible en Q V.

Una raiz del polinomio es « = 3/3, es decir, es el elemento que anula al polinomio, o sea
f(a)=0.

Es evidente para el lector que B eQ pues si lo fuera

3
%:%, abeZ = 3=a—3 = 3b°=a’ absurdo (por el teorema fundamental de la aritméti-

ca).
Entonces nuestra pregunta es: ¢ Existe un conjunto K tal que /3<K de manera que

Qc Kc=R?¢Cudl es la estructura de K?

V' f eQ[t] de grado 2 6 3 es reducible si y solo si tiene una raizen Q (pues por cuestiones de grado, si es redu-

cible tiene que tener al menos un factor de grado 1).
VEl Teorema Fundamental de la Aritmética aparece en el libro IX de Los Elementos de Euclides,
texto del siglo IV antes de nuestra era considerado por muchos como el primer libro de Matematicas modernas

de la historia. El enunciado de tal teorema se encuentra en el anexo.
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Para poder responder, es conveniente hacer el siguiente recorrido:

a) Definir al conjunto K como Q(«).

b) Comprobar que Q(«) posee estructura de anillo conmutativo bajo la sumay
multiplicacion.

c) Comprobar que Q(«) posee estructura de Q -espacio vectorial y determinar

cudl es su base.

d) Demostrar que todo elemento no nulo de Q(«) posee inverso. Es decir, ver

que Q(«) posee estructura de cuerpo.

a) Definir al conjunto Q(«).

Teniendo en claro que « = 3, las siguientes igualdades resultan ciertas:

a’®=3
a' =3a
a® =3a’
a® =9

Asi, se puede verificar los resultados de los siguientes célculos:

* 2+3a2+ga4—7a1° =2—?a+3a2

* —400a® - 5a? +2a° —ga“ —4a° = 6—%0{—(400.326 —17)052

» —a*+7-4a™ —a™® +5a™ = (7+5.317)+(—3—343)a+(—4.313)a2



Estos resultados sugieren que cualquier expresion que involucre sumas y productos de nu-
meros racionales y del elemento « puede expresarse mediante un elemento del siguiente con-

junto:
Q(a)={a+ba +ca’:a,b,c € Q}

Queda claro que Q =Q(«) .

b) Comprobar que Q(«) posee estructura de anillo conmutativo bajo la suma y multiplica-
cion.

Definimos la suma y producto entre elementos de Q(«) de la siguiente manera:

suma:

(a+ba+ca’)+(d+ea+fa’)=(a+d)+(b+e)a+(c+f)a’

producto:

(a+ba+Ca2).(d +ea+ faz):z(ad +3bf +3ce)+(ae+bd +3cf ) +(af +be+cd)a’

Es sencillo ver que (Q(a),+) posee estructura de grupo abeliano pues se verifican:

v Laley de cierre
v La conmutatividad

v Laasociatividad
v' La existencia de elemento neutro, es decir e = 0+ 0a +0a’ donde e € Q(«)
v La existencia del elemento inverso:

(a+ ba + ca2)+ (— a+(-b)a + (—c)az): 0+ 0a +0a’®

Asi verificamos facilmente que (Q(«),+, . ) es anillo conmutativo, pues:

v (Q(a),+) es grupo abeliano



La multiplicacion es cerrada en Q(«)
La multiplicacion cumple la propiedad asociativa
La multiplicacion cumple la propiedad conmutativa

Se cumple la distributividad (tanto por izquierda como por derecha) del pro-

ducto respecto a la suma.

c) Comprobar que Q(«) posee estructura de Q -espacio vectorial y determinar cuél es su

base.

La manera en que sumamos elementos de Q(«) (sumamaos los coeficientes de potencias

iguales de « ) nos hace pensar a Q(«) como un Q -espacio vectorial:

Sean A B,CeQ(a) Yy 4, ueQ

v

v

A+BeQ(a)
(A+B)+C=A+(B+C)
A+B=B+A
A+0=A

A+(-A)=0
A.AeQ(a)

A A)= (2. 1) A
A.(A+B)=JA+ /B

(A+ u). A= JA+ 1A



Ahora falta ver que {1; a;az} es base"' de Q(a) como Q -espacio vectorial.
Para ello primero nos apoyaremos en que f (t) es el polinomio de menor grado con coefi-

cientes en Q que anula a « . Pero esto también debemos demostrarlo:

Sabemos que f (t) =t* -3 eQIt] es irreducible en Q. Veamos que:

Si geQJt] es un polinomio no nulo que anulaa & = g es multiplo de f.

En efecto, supongamos que g(a)=0y gr(g(t))>3.

Si dividimos al polinomio geQJt] por f(t) =t* -3 queda
g(t) = f(t).q(t) + r(t) donde r(t) =06 gr(r(t))<3.
Asi, podemos escribir a r(t) = a+bt+ct’ con a,b,c e Q.

Ahora bien, si evaluamos g(t) en « :

g(a) = f(a).q(a)+r(a) = r(a)=0 = a+ba+ca’=0 con a,b,ceQ.
= 5%

Entonces r(t) resultaria un polinomio de grado igual 0 menor que 2 que también anulaa « (a
parte de f(t)).

Pero veamos que si el grado de r(t) es 1, entonces tenemos que r(t) =a+bt con

a,be Q,b=0.

b , b’ b
Porloque, r(a)=0= a+ba=0 2 a=—= a’=|-—| =>3=——
a

VI Condiciones para que un conjunto ordenado B sea base de un espacio vectorial V:
*todos los elementos de B pertenecen al espacio vectorial V.
*los elementos de B forman un sistema linealmente independiente.
*todo elemento de V se puede escribir como combinacion lineal de los elementos de la base B


http://es.wikipedia.org/wiki/Independencia_lineal
http://es.wikipedia.org/wiki/Combinaci%C3%B3n_lineal

= 3a’®=-b® yllegamos asi a una contradiccion, que proviene de suponer que el grado

de r(t) es 1 (por el teorema fundamental de la aritmética).

De forma similar comprobamos que r(t) no puede ser de grado 2.
En efecto, si escribimos: r(t) =a+bt+ct’ con a,b,ceQ, c=0 ytal que r(a)=0
como « es simultdneamente raiz de f(t) y de r(t), éstos deben poseer un factor en comdn
= (f(t);g(t))=d(t) #1 con d(t)eQ[t], gr(d(t))>0""
= d(t)/ f(t) = f(t)=d(t).q(t), con q(t)eQ[t]
Pero f es un polinomio irreducible en Q[t] = q(t)=qeQ

Pero como f es monico = g=1 = (f(t); r(t))= f(t).Pero f(t)/r(t) llegando a una con-
gr3 gr2

tradiccion.
Por lo tanto no existe un polinomio de grado 2 con coeficientes en Q que anule a « .

El absurdo proviene de suponer que existe un polinomio g de grado mayor que 3 que anule a
a.

- f(t) es el polinomio de menor grado con coeficientes en Q que anulaa « .
Con lo cual, podemos asegurar que cualquier polinomio de la forma:

r(t)=a+ba+ca’ con a,b,c €Q talque r(a) =0 es el polinomio nulo .

Finalmente podemos asegurar quesi a=b=c=0 = {1; «a; az} es un sistema linealmen-

te independiente de Q(«) como Q -espacio vectorial.

VI Denotamos con ( f(t); g(t)) al divisor comin mayor de ambos polinomios.
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Asi todo elemento A<Q(«) lo podemos escribir como A =a+ba +ca’ con a,b,ceQ y
asf resulta una Q -combinacion lineal de los elementos 1,«,a”, por lo que {1; a; az} genera
cualquier elemento de Q(«) .

" B=1{L a; «*} es unabase de Q(a) y su dimension es el grado del polinomio

f(t)=t° -3, esdecir dim ,Q(a)=gr(f(t))=3"".

d) Demostrar que todo elemento no nulo de Q(«) posee inverso. Es decir, ver que Q(«)

posee estructura de cuerpo.

Dado a+ba +ca® €Q(a) no nulo, formalmente el inverso multiplicativo tiene la forma

1 1
—— pues (a+ba+ca?) ———— =1,
a+ba+ca a+ba+ca

Pero expresar a tal inverso de esa forma no soluciona el problema. Pues debemos demos-

1 . L
trar que —————-<Q(ax) , es decir, que se puede expresar como combinacion lineal de
a+ba+ca

los elementos de B = {1; a; a?}.

Entonces buscamos un elemento d +ea + fa’e Q(ar) tal que
(a+ba+Ca2)-(d +ea + faz):l

Para ello volveremos a una idea bésica que se utiliza al trabajar en Z : el algoritmo de Eu-
clides y la identidad de Bézout'X. Esta proporciona un modo de encontrar inversos modulares;

aqui la utilizaremos para encontrar el inverso de un elemento de Q(«).

Vil Denotamos dim,Q(«) a la dimension de Q(«a)como Q -espacio vectorial.
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Asociado al elemento a+ba +ca’® tenemos el polinomio g(t) = a+bt +ct’ Q[t] cuyos

coeficientes son las coordenadas del vector a+ba +ca’® con respecto a la base
B= {1; a; az}.

Como a+ba +ca’® #0 (es decir, es un vector no nulo) = alguna coordenada es no nula,
por lo tanto, g es un polinomio no nulo y asi, gr(g(t))<2.

Por otro lado, el polinomio f(t) =t* -3 es el polinomio irreducible con coeficientes en Q
de grado minimo que anulaa « . Y como g(t) = a+bt+ct® es tal que g(a) # 0, entonces «
no es raiz de g(t) y por consiguiente (f (t);g(t))=1

Es decir, los polinomios fy g son coprimos en QJt] , de lo que se desprende, debido a la
identidad de Bézout, que existen polinomios r y s en Q[t] tales que

f(t).r@t)+g(t).st) =1
Evaluando esta identidad en « , resulta que

f@)r(@)+9(@) s(@) =1= g(a).s() =1= (a+ba+ca?).s(a)=1

=0
Asi, encontramos una combinacion lineal con coeficientes en Q de potencias de « que
proporciona un inverso multiplicativo de a +ba +ca’?

Pero falta un detalle: s(«) se obtiene evaluando el polinomio s(t) en « ; para ser un ele-

mento de Q(«), es decir, expresarse en la base B = {1; a; az}, el polinomio s(t) debe tener
grado a lo sumo 2.
Pero...;por qué estamos tan seguros que el grado de s(t) es menor o igual que 2?

Haremos uso del algoritmo de la division.

Supongamos que gr(s(t))>3 es tal que (a+ba +ca?)-s(t) =1

X En el anexo puede encontrar en qué consiste la Identidad de Bézout.
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Dividamos s(t) por f(t): s(t) = f (t).q(t)+s'(t) donde 0< gr(s'(t))< 3

= s(a) = f(a).q(a)+s'(a) = s(a) =s'(a)

En conclusidn, si s(t) es un polinomio de grado mayor o igual que 3 que cumple que
(a+ba +ca?) -s(a) =1, podemos conseguir otro polinomio s'(t)eQ[t] con gr(s'(t)) < 2

tal que (a+ba +ca?) -s'(a) =1 = s(a) €Q(a)

Asi hemos demostrado que Q(«) €s un cuerpo que contiene a Q Yy, lo mas importante, que

es un cuerpo donde el polinomio irreducible f(t) =t° -3 eQ[t] tiene una raiz.

Aqui concluye el recorrido propuesto en este capitulo.

Pero con el objetivo de darle mayor rigor al trabajo previo, expondremos una serie de defi-

niciones que lo engloban vy, a la vez, lo extienden.

Definiciones

En lo que sigue E y K son cuerpos arbitrarios tales que K contiene a E.

Definicion 1.1. Si K es un cuerpo que contiene a un subcuerpo E, decimos que K es una

extension del cuerpo E, y se simboliza K/E .

Si K/E es cualquier extension de cuerpos, luego la multiplicacion definida en K convierte

a K en un espacio vectorial sobre E. Asi K es un E-espacio vectorial.
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El grado de la extension es la dimension* de K como E-espacio vectorial, y lo denotare-

mos [K : E].

Definicion 1.2. Un elemento « € K es algebraico sobre E si existe un polinomio

f eE[t] tal que f(a)=0.
Ademas, si el polinomio f esirreducible sobre E decimos que f es el polinomio mini-

mal de « sobre E.

Definicion 1.3. Se define a E(a) como el conjunto de las combinaciones lineales con coe-

ficientes en E de las potencias de « :
E(a) = {ao +aa +..+a,a":a, €E,ne N}

Esta escritura pone en evidencia que E(«) posee una estructura de E-espacio vectorial.

X La dimension de un espacio vectorial se define como el cardinal de una base vectorial para dicho espacio.
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Teorema de la extension E (a) del cuerpo E

Sea a algebraico sobre E y sea n el grado del polinomio minimal f eE[t] de a sobre E.

Entonces E(a)es un cuerpo y el grado de la extension [E(a):E] esigual a n.

La demostracion de este teorema sigue pasos similares a los que hemos recorrido en el ca-
sode f(t)=t>-3eQt] analizado en el presente capitulo. La intencion no es ser reiterativos,

pero es de suma importancia demostrarlo para dar cuenta del alcance del mismo.

Demostracion.
Sea m(t) =t" +b, ,t"" +..+b, €E[t] el minimal de « sobre E.
Podemos ver que E(«) es un E-espacio vectorial de dimension n 'y que una base del mis-

mo es el conjunto B = {1; a; . a”’l}. Pues, tomando un elemento AcE(«) tal que

1

A=a,l+a.a+..+a,,a" =0=>a,=..=a,,=0

Consideremos el polinomio f asociado al elemento A, f(t)=a,+a.t+..+a, ,.t""

perte-
neciente a E[t]que anule a « .

Como m(t) es el polinomio minimal de « sobre E, entones m(t)/f(t), osea, f(t)=0,
grn grn-1

con lo que resulta a, =...=a,, =0 . Por lo tanto {1; a; .. a”‘l} es un sistema linealmente

independiente.
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En consecuencia, todo elemento AcE(«) puede expresarse como
A=a,l+a,.a+..+a,,.a"" cona €E = {1; a; .. a”’l} generaa E(a) con lo cual
B={L a;..;a""} es base.

Por las caracteristicas de los elementos de E(«), es evidente que E(«)es cerrado bajo la

suma.

No tan evidente es confirmar que E(«)es cerrado bajo el producto.

Como « es raiz de m(t), tenemos " = —b, —b,a —...—b,_,a"*, es decir, todas las poten-
cias de « se expresan como combinacion lineal de los elementos de la base B. Por lo tanto
E () es cerrado bajo el producto.

Se puede ver entonces que (E(«);+;.) es un anillo que contiene a E.

Resta ver que todo elemento no nulo de E(«) posee inverso multiplicativo en E(«).

Dado A=a,+aa+..+a,_,a"" eE(a) no nulo, buscamos un elemento B € E(«) tal que
A.B=1.

Asociado a A e E(«)tenemos el polinomio f(t)=a, +at+..+a, t"" e E(a) donde

los coeficientes son las coordenadas del elemento A con respecto a la base B.

Como A =0, alguna de las coordenadas del vector es no nula, con lo que f(t) es no nulo y

gr(f(t))<n-1.

Por otro lado m(t) es el polinomio minimal de « , es decir, irreducible con coeficientes en

Como (f (t);m(t))=1 en E[t], por la Identidad de Bézout, sabemos que existen polino-
mios r,seE[t]/ f(t).r(t)+m(t).s(t)=1

= f(a).r(a)+£(’@.s(a) =l=f(a)r(a)=Ar(a)=1
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Falta ver que r(a) €E(«). Para ello debemos ver que r(t)eE[t], gr(r(t))<n—1, pero
podemos asegurar que existe un polinomio r(t)eE[t], gr(r(t))<n-1 tal que A.r(t)=1, asi
el inverso de A pertenece a E(«).

.E(«) s un cuerpo que contiene a E, y es un cuerpo donde el polinomio minimal m(t) tie-

ne una raiz.
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Capitulo 2: EI cuerpo Q[t)/ ( f(t))

Sea f (t)un polinomio con coeficientes en un cuerpo E e irreducible en dicho cuerpo.

Se desconoce al elemento « tal que f(«)=0.
Ahora nuestro propoésito es “construir” este elemento para poder determinar cual es el me-

nor conjunto K al que pertenece y que a la vez, contenga al cuerpo E.

De forma analoga al trabajo hecho en el primer capitulo, se desea determinar la estructura

de tal conjunto.

Si bien el objetivo es dar una respuesta valida para cualquier caso, partiremos y trabajare-
mos con un polinomio en particular a modo de ejemplo para poder después extender las con-
clusiones. De esta manera se pretende simplificar y darle mayor claridad al problema en cues-

tion.

Consideremos entonces f (t) =t* -3t +1 e Q[t].
Por el teorema de Gauss se deduce que es irreducible en Q pues no posee raices raciona-
les.
f@=-1-#0y f(-1)=3=0.
Nuestro objetivo es entonces determinar si existe un conjunto K que contenga a Q y donde

f tenga una raiz.

Si bien el planteo es similar al del capitulo 1, la gran diferencia radica en que desconoce-

mos al elemento « tal que f(a)=0.
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Simplemente nos “conformaremos”! con asegurar la existencia de una raiz real del poli-
nomio f. Para ello apelaremos a ciertas nociones de analisis*"".
Evaluando a la funciénen x =1y x =2,y Teorema de Bolzano*"" de por medio:

fd)=-1 _ ~
f(2)23}:>3ae[1,2]/f(a)—0

Podemos asegurar que « es la Unica raiz en el intervalo [1; 2]. Pues analizando el creci-

miento de la funcion mediante su derivada:

(—oo;—l) -1 (—1;1) 1 (l;+oo)
f'(t)=3.(t—-1.(t+2)

Asi o resulta ser algebrai-

co sobre Q pues f(«a)=0.

Es evidente que el elemento « no es racional pues f no posee raices racionales.

El polinomio f es irreducible sobre Q y anulaa «, por lo tanto f[t]eQ]t] es el polinomio
minimal de « sobre Q.

Asi, por el teorema de La extension E(«) del cuerpo E, Q(«) es un cuerpo que extiende a

Q Yy [Q(a):Q]=gr( f(t)) =3, donde claramente Q= Q(a)<=R.

La construccion de Q(«) aunque no la hicimos explicita, al ser « algebraico sobre Q,

estd dada por:

XI'No es necesario aproximar la raiz pues para el objetivo perseguido alcanza con confirmar su existencia.
XI'\/eremos al polinomio f(t) como una funciénf: R > R.

*II' El teorema de Bolzano afirma que si una funcion es continua en un intervalo cerrado [a;b]y en los extremos

del mismo ésta toma valores con signos opuestos, entonces existe al menos una raiz de la funcién en el interior
del intervalo.
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Q(a) ={a, +aa+a,a’:a,a,3,Q}

donde el grado del polinomio minimal de « sobre Q es 3.

Sabemos que a e [1; 2] y por el método de la Biseccion podriamos dar una estimacion de

la misma. También sabemos que « no es racional. Pero, ;/quién es « ?

Método de Kronecker

Apelaremos a un método que permite “fabricar” raices de un polinomio f eK[t] con K

cuerpo cuando f es irreducible sobre K., denominado Método de Kronecker.

Este método consiste en tomar congruencias médulo el polinomio f XV'y obtener el cuerpo

E= K[t]/(f (t)> como el conjunto de clases de equivalencia. Esta construccion proporciona
unaraiz o defenE, asaber a =[t], .

Este cuerpo no contiene a K, pero si una “copia” de K.

K—L—>E

Sea el isomorfismo de cuerpos . Imz < E y resulta un subcuerpo isomorfo a K

a—la],
(la copia de K contenida en E).

Asi E es una extension de K, donde [E :K]=gr(f(t)) y f tiene una raiz en E.

Apliquémoslo al caso en cuestion.
Tenemos f (t) =t® -3t +1 e Q[t] irreducibleenQ.

Seana(t) yb(t) dos polinomios pertenecientes a Q[t], sabemos que:

XIV'|_a extension de la nocion de clases de congruencia de nimeros a polinomios figura en el anexo.

-20 -



a(t) =b(t) wea (ry) < fO)/a(t) —b(t)
obteniendo el conjunto de clases de equivalencia de polinomios en Q[t] médulo el poli-
nomio f(t) : Q[t]/( f (t)).

Veamos que si f(t) es irreducible en Q[t], entonces Q[t]/( f (t)) resulta un cuerpo.

Sea [a(t)] # 0 queremos ver que posee inverso multiplicativo en Q[t]/( f (t)).

Si [a(t)] es un polinomio en Q[t] con gr(a(t))< gr(f(t)), sabemos que
(a(t); f (t))=d(t) donde gr(d(t))>0.

Entonces d(t)/ f (t),con lo que f(t)=d(t).q(t), q(t) € Q[t]. Pero como f es irreducible y
monico, sigue que q(t) =1, resultando f (t) =d(t). Por lo tanto (a(t); f(t))=1 6 f(t).

Pero al ser[a(t)]=[0], f(t) nodividea a(t), entonces (a(t); f (t))=1 .

Esto nos permite asegurar que existen r,se Q[t]/ a(t).r(t)+ f (t).s(t)=1. Y pensados se-
gan la congruencia médulo f(t), queda: [1]=[a(t)][r(t)]

- [a(t)] es unidad en Q[t1/{ f (t)).

Entonces podemos afirmar que todo polinomio no nulo de grado menor al grado de f(t) es

coprimo con f(t). Y asi toda clase de congruencia distinta de 0 en Q[t]/( f (t)) posee inverso.

Entonces, definimos a los elementos de Q[t]/({ f (t))= { [9®)], 9 eQ[t]}

Sea g(t) eQ[t] y dividiendo por f(t) =t°—-3t+1, tenemos

g(t) = f (t).q(t)+r(t) donde gr(r(t))<3 yr es lnico, por lo tanto [9®)],, =[r®],, -
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Como r es Unico, toda clase de congruencia mddulo f(t) esta representada por un Gnico po-

linomio r(t) de grado menor a 3.

Q[t]/<t3—3t+1>={[a+bt+ct2] -a,b,c eQ}

Entonces confirmamos que (Q[t]/<t3 -3t +1> i ) posee estructura de cuerpo.

En el que las operaciones de suma y multiplicacion se definen del modo siguiente

[n]+[r]=[r+r]

[u][r.]=[n ]
Vemos también que Q[t]/<t3 -3t +1> es un Q -espacio vectorial.
En donde para todo AeQ se verifica que 4-[a+bt+ct® |=[ 1a+ Abt+Act’ ]
La dimension de Q[t]/<t3 -3t +1> como Q -espacio vectorial es 3 y la base es

B= {[1] [t [t]z} pues para que conformen un sistema linealmente independiente debe-
riamos verificar que si  a[L]+ B[t]+ »[t]* =0, entonces o = g =y =0.
Veamos que ai]+ g[t]+[t] = [a1+ﬂt+yt2]= 0

= a+pt+yt? =0 :>a+ﬂt+7t2:(t3—3t+l).q(t)

mod (t3-3t+1)

= (2 =3t+1)/(a+ Bt+yt?) = a+pt+yt? =0 = g=f=y=0

gr3 gr2

Por lo tanto [i}[t];[t]* generan a todo elemento perteneciente a Q[t]/ <t3 ~3t +1> .

Sea [a-+bt+ct? | eQ[t]/<t3 —3t+1> = [a+bt+ct?]=[a]+ [b]t]+[c]t?]= a+b[t]+c[t]
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Usaremos las operaciones algebraicas en Q[t]/<t3 -3t +1> para simplificar la descripcion
de los elementos de Q[t]/(t°~ 3t +1).
Sea g(t) =a+bt+ct’,con a,b,c eQ, definimos a la clase de g(t) del siguiente modo:

[9()] = a=+bt+ct* | =[a]+[b][t]+[c][t] por la definicion de sumay producto de las clases

de congruencia.

Sea 7:Q——> Q[t]/(t° - 3t+1) morfismo de cuerpos, donde a——>|a]

Vemos que:

z(a+b)=r(a)+ z(b)
*J7z(a.b)=7(a).z(b)
z(l)=1

* 7 esinyectiva
Supongamos que z(a,) =7(a,) = [a]=[a,]=a =a, o4, = a2, =0

mod (t3-3t+1)

= ('[3 —3t+1)/(a1—a2):> a—-a,=0=a =a,
gr3 gro

* 7 es sobreyectiva

Imz < Q[t]/<t3 -3t +1> y resulta ser un cuerpo isomorfoa Q.

7:Q——>Imzx c Q[t]/<t3 -3t +1> es un morfismo de cuerpos biyectivo
Porlotanto Q=Ims.
Entonces identificamos Q con su imagen en Q[t]/<t3 —3t+1> mediante el morfismo = y

a €Q lo identificamos con [a]; .

Bajo esta identificacion, un elemento de Q[t]/<t3 -3t +1> es
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[g®)]=[a+bt+ct?]=[a]+[o]t]+[c]t*]=a+b[t]+c[t] con ab,ceQ

Ahora bien, definiendo « :=[t], ,, vemos que [g(t)]=g ([t]) = g(a) laclase de con-

gruencia de un polinomio g(t), es g(t) evaluado en « .

Tomamos el cuerpo Q[t]/<t3 —3t +1> y lo identificamos con {a+ba +ca®: a;b,c Q|
que resulta cuerpo pues f(t) =t°® -3t +1 es irreducible sobre Q.

Entonces Q[t]/(t° —3t+1) es una extension de Q cuyo grado es 3= gr(t®—3t+1)y
a =t]; esraizen Q[t]/<t3 —3t+1> del polinomio f(t)=t>-3t+1 en Q[t].

o=[f®)]=f(t)=f(x)

El método de Kronecker nos permite obtener una raiz del polinomio sin saber el valor de

la misma.
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Teorema del polinomio minimal

Sean E y K cuerpos tales que KcE y acE.

Sea ¢, :K[t]—> E el morfismo de anillos “evaluacion en o ” definido por
¢, (pP(1)=p(a).

Supongamos que ¢, no es inyectivo, o sea que existe p(t)eK[t], gr(p(t))=d >1 tal que
?.(P(V)= p(a) =0.

Entonces

(i) existe un polinomio monico m(t) de grado minimo d >0 en KIt] tal que
@, (mt))=m(a) =0 @nulaa ).

(i1) m(t) es irreducible en K[t].

(iii) Nu ¢, =<m(t)> XV

Si a <E algebraico sobre K, entonces el tnico polinomio ménico m(t) con m(«) =0 se

denomina polinomio minimal de « sobre K.

Demostracion.

Nu g, ={p(t)eK[tl:p,(p(t))=0}={p(t) eK[t]: p(a) = O}

XV Denotamos NU ¢, al nticleo del morfismo. El ntcleo o kernel de un morfismo de un anillo R en un anillo R’

es el conjunto de todos los elementos de R que van a dar a la identidad 0' de R bajo ¢, .
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Si Nu ¢, contiene un polinomio no nulo, entonces Nu g, contiene un polinomio m(t) de

grado minimo d >0, por el principio de buena ordenacién en el gr.

Si m(t) € Nu ¢, cualquier asociado a m(t) (cualquier polinomio que resulte un multiplo de
m(t)) pertenece a Nu ¢_ . Entonces podemos asumir que m(t) es un polinomio maénico de gra-
do minimoen Nu ¢, .

Probemos primero (iii)

Es evidente que (m(t))= Nug,

Veamos que Nugp, = (m(t)).

Supongamos que f (t)es un polinomio perteneciente a Nug, . Si dividimos f(t) por m(t):

f(t) =m(t).q(t)+r(t) con 0<gr(r(t))< gr(m(t)). Aplicando ¢, a esta ecuacion, queda:

f(a) =m(a).q(a)+r(a), por lo tanto r(«)=0.

-0 -0

Si r(t) # 0, se tiene que r(t) es un polinomio de grado menor que m(t) que anulaa «, lo
que contradice la minimalidad de m(t). Entonces r(t) =0, y asi f (t) =m(t)q(t).

= Nug, =(m(t))

Para comprobar (i) veremos que m(t) es unico.

Supongamos que q(t) es también un polinomio de grado minimo en Nu ¢_ , entonces, co-
mo m(t) debe dividir a q(t), éstos deben ser asociados, y como son ménicos resulta
m(t) =q(t).

(i1) Por altimo veamos que m(t) es irreducible en KJt].

Sabemos que m(t) es el polinomio monico de grado minimo en Nu ¢, .

Supongamos que m(t) es reducible, asi resultaria:
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1< gr(f(1)<gr(me))
1< gr(g())<gr(m())

m(t) = f (t).g(t) con
Luego, aplicando ¢, a la factorizacion de m(t) se obtiene:
m(x) = f (a).g(«) . Como ésta es una ecuacion en E, un cuerpo, no tiene divisores de ce-

ro, por lo tanto f(«) =06 g(«) =0.

gr(f(t))< gr(m())

Entonces f(t) eNug, 6 g(t)eNug, y ar(g(t) < gr(m(v))

. Lo que es un absurdo, pues

m(t) es el polinomio de grado minimo que anula a «

. m(t) es el polinomio irreducible en K[t].
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Capitulo 3: Comparacién entre Q(a ) y Q[t)/ { f(t))

Hasta aqui hemos visto como extender un cuerpo conociendo una de sus raices, y también,

cémo hacerlo en el caso de desconocerla.

Surge entonces una ambigliedad entre las dos posibles construcciones de Q(«) : cono-

ciendo una de las raices de un polinomio, se puede extender el cuerpo en el que esta definido
de forma directa (tal como se explica en el primer capitulo), pero también se lo puede exten-
der aplicando el método de Kronecker, puesto que el mismo se puede aplicar a cualquier poli-
nomio irreducible en un cuerpo dado.

¢Cual es la relacion, entonces, entre estas dos posibles construcciones?

El problema es de definicion.

Pero veremos que no hay en realidad problema, pues son isomorfos.

Demostrémoslo con un caso concreto. Retomemaos el polinomio trabajado en el primer ca-

pitulo: f(t)=t°-3 eQ|t]

Por un lado 3@ 5 Q(iﬁ) es raiz de f donde Q(i/g)z{a+b§/§+c(§/§)2 ;ayb,c eQ}
cuerpo.

Por el otro, por Kronecker [t],, esraizdefy [t], , e Q[t]/(t°~3)= { [a®)],, 9 eQ[t]}

cuerpo.

Tenemos dos cuerpo distintos sobre los cuales f tiene una raiz.

Resultan ser isomorfos.

-28 -



Consideremos la funcion y :Q[t]/(t’ —3>——>Q(%/§) donde v ([g(t)]) = g("&/g)
*Veamos que esta bien definida
Sea [g()]eQItl/(t°~3)=g()<QIt] ¥ 9(t) = p(t) ., o,

=t*-3/g(t)- p(t) = g(t)- p(t) =q(t).(t* -3) = g(t)=q(t).(t> -3)+ p(t) donde el
gr(p(t))<3,0sea p(t) =a+bt+ct® con a,b,ceQ

:>g(i/§)= p(i/§)=a+bi/§+ci/§ con a,b,c Q.

<Q(¥3)

Sea [g,(1)]=[g,®] en QItl/(t’-3) = y((g,®] =w([g,®)])
Como [g,()]=[g, (O] = 9:®) -9, (1) =0, o 5, =t° =3/ 0, () - 8, (V)
= g,(t) - g,(t) = (£ ~3).q(t) con q(t)e Q[t]

= 9,(43)= 9,(43)= v (0. ®) = v (0, ®)

* Veamos que y es morfismo de cuerpos

- y(p)=1
" V/([g1]+ [92]): W([gl + gz]):(gl + gz)(%) = gl(%) + gz(%) = W([gl])+l//([92])

" ‘//([gl]’ [gz]): ‘//([91 ) gZ])z(gl ) gz)(%) = gl(%) : gz(%) = ‘/’([gl])"//([gz])

*Veamos que y es inyectiva

Debemos ver que si v ([g,])=w ([9,]). entonces g,(t) = g,(t) .
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sabemos que v ([g,]) = ([g,])implica que gl(iﬁ) =g, (2/5)

Dividimos gipor t* =3 =g, (t) = (t* —=3).q,(t)+r,(t) 0<gr(r(t))<3

Dividimos gzpor t* =3 =g, (t) = (t* —3).q,(t)+r,(t) 0<gr(r,(t))<3

Asi, queda g, (¥3)=1,(33)=2,(33) +a,3B+a, y

9,(3)=1,(4/3)=b, (/3] +b,43+b,

Sabemos que {1;3\/§;(§/§)2} es base de Q(%@) como Q -espacio vectorial, y como
gl(iﬁ) =g, (%/5) tenemos : (a, —bl)(€/§)2 +(a,~b,)¥3+(a,~b,)=0
b,

2=b2
3 bs

&
1

Por lo tanto:

D Q@

0, (t) =t -3) g (t)+r(t)

Asi, con lo cual [g,(t)]=[r(t)]=[9,(1)]
gz(t) = (t3 _3) qa, (t)+ r(t)

Entonces y es monomorfismo

*Veamos que y es epimorfismo
2
Sea a=a +a,33+a, (%/5) e Q(%ﬁ:} con a,,a,,a, € Q, sabemos que existe un polino-

mio en Q[t] asociado a dicho elemento, tal que a=y ([ & +a,t +at’ |

- QU (t*-3)= Q(i/s_’) , es decir, ambas construcciones son isomorfas.
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Teorema del isomorfismo

Sean E y K cuerpos tales que KcE y a#0. a € E es algebraico sobre K.
Sea m(t) el polinomio minimal de o sobre K de grado n.

Consideremos al cuerpo K(ex) que contiene a K definido por
K(a) = {ao +aa+..+a,,a" e K}
Sea ¢, :K[t] - K(a) el morfismo de anillos sobreyectivo “evaluacion en o ” definido por
2, (p(1) = p(a)
Entonces ¢, induce un isomorfismo (de cuerpos) E : K[t]/<m(t)>—> K(a).

Con lo que resulta K[t]/{m(t))= K(a).

Demostracion.

El morfismo ¢, :K[t] > K(a) enel que ¢, (p(t)) = p(a) esta bien definido pues
p(t) = m(t).q(t)+r(t) con gr(r(t))< gr(m(t)), y evaluado en « :
pla@)=r(a)=a,+aa+..+a_,a"" eK(a)

K[t]—2— K(a)
Ve« 0 2, (p®]) =9, (p) = p(a)

Pa

K [t]/(m())

* Buena definicion de ¢, .
Si [p)]=[g(t)] en K[t1/(m(t))debemos comprobar que ¢, ([ p(t)])= ¢, ([9®)])

((o_a en una clase de equivalencia no depende del representante elegido)

-31-



Como [p(t)]=[g®)]= pPt) - g(t) = 0,4 ey » SIGUE que p(t) = g(t) +m(t).s(t) para algin
s(t) € K[t].

Evaluando en o : p(a) = g(@) + m(e).s(ax) , 0 sea p(«) = g(«) . Por lo tanto
=0

0.(p®D =90, [g®)

* go_a es morfismo de anillos
(/’_a([p(t)]+ la)]) = E([p(t) +gM)]) =0, (p®)+9®) =0, (p)+e,(gt)=

=, [p®)+ 0, [3®]

2. [(p®]- [s®]) =0, (p®)-a®] =0, (p() 9®) =2, (P®) ¢, (3(1)=

=0, [p®)-¢.(9®))

2, ([1]) =0, @ =1

* ¢ esinyectiva
Sea [ f (t)] < Nug, debemos ver que g, ([ f (t)]) =0, es decir, que f (a) =0.
Si f(t) e Nug, =(m(t)), entonces f (t) =m(t).q(t) para algin q(t) K[t] . Por lo tanto

[f(®)]=[0],yasi f(x)=0.

* ¢, essobreyectiva

Sea acK(a), se puede expresar de la forma a=a, +a,a +...+a, ,&" " con a e K .
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Consideremos f(t)=a, +at+..+a, t"" cona, e K.

Asi, o, (f(1)=ay ¢, (f1)=0,(f®).

Con lo que podemos asegurar que existe [ f (t)]e K[t]/(m(t)) tal que ¢, ((f (t)])=a-
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Capitulo 4: Cuerpo de descomposicién

Hasta aqui hemos resuelto el problema de determinar el menor cuerpo que contenga una
raiz de un polinomio irreducible.

Sea f(t)eQ[t] irreducible enQ, somos capaces de construir la menor extension de Q en

la que f(t) posea una raiz (siendo la raiz, conocida o desconocida). Es decir, hallamos una ex-

tension del cuerpo Q donde f(t) posee un factor lineal.

El objetivo de este capitulo es avanzar atn un poco mas. Ahora queremos encontrar una
extension finitaXV!' E de Q que contenga todas las raices de f; a esta extension se la denomina
cuerpo de descomposicién. En otras palabras, buscamos el cuerpo en donde f se descompon-
ga como producto de polinomios de grado 1.

Una solucién trivial es tomar al cuerpo de los nUmeros complejos como cuerpo de des-
composicién de cualquier polinomio irreducible en Q.

Pero el cuerpo de descomposicion entrafia una idea de minimalidad: entre todos los cuer-
pos que contienen las raices de f (t)eQ[t], el cuerpo de descomposicion E es la menor exten-
sion de Q. (Lo de menor puede ser entendido en el sentido de que si F es cualquier otro cuer-

po que contiene a todas las raices de f, entonces E < F).

Entonces, definimos formalmente: la extension de cuerpo K de F se denomina cuerpo de

descomposicién del polinomio f (t)eF[t] si f(x) se descompone completamente en factores

XV Extension finita: Diremos que una extension de cuerpos k C K es finitamente generada si existe un
subconjunto finito S C K tal que K = k(S)
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lineales en KJt] y f(t) no se descompone completamente en factores lineales en ningin otro

subcuerpo propio*!' de K conteniendo a F.

De este modo, nos encontramos en la siguiente situacion: dado un polinomio f(t)eQ[t],
para encontrar el cuerpo de descomposicion E, tenemos que encontrar las raices de f, o sea,
factorizar el polinomio. Como sabemos, podemos tener una lista de 800 casos de factoreo, y
siempre puede aparecer un nuevo polinomio sobre el cual ninguno de los 800 casos puede
aplicarse, no podemos decir nada, ni siquiera encontrar una raiz.

Sin embargo, a pesar de estas limitaciones, debemos recordar que disponemos de una idea
matematica muy importante (un resultado de Kronecker) que nos permite “fabricar” raices de

un polinomio f (t)eQt] cuando este es irreducible sobre Q : tomamos congruencias modulo
fy obtenemos el cuerpo E = Q[t]/( f (t)) como el conjunto de las clases de equivalencia. Esta
construccion nos proporciona unaraiz « de fen E, a saber, « = [t]f(t). Ademas, si bien este

cuerpo E no contiene a Q, si contiene una “copia” de Q. En términos mas formales, por me-

dio del siguiente morfismo de cuerpos

Q——QItl/(f (1))

a—>[a],,
la imagen de Q esta contenida en E y resulta un subcuerpo isomorfo a Q. Asi E es una
extension de Q de grado igual al grado de f y en Q[t] tenemos que f se factoriza en la forma

f(t)=(t—a)g(t) con geQt] de grado n-1.

¢ Qué ocurre con las restantes raices de f, o sea las del polinomio g?

XVIl Subcuerpo propio. Si F y K son dos cuerpos bajo las mismas operaciones, y K — F, decimos que K es un
subcuerpo propio de Fsi K = F.
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Queda expuesto que tenemos una forma de encarar la tarea. Si podemos calcular facilmen-

te las raices del polinomio, no hay casi nada que hacer, el cuerpo de descomposicion se obtie-

ne de la forma E =Q(«,,...,, ) donde «; representa las raices de f. La tarea es luego, calcu-
lar el grado de la extension de % . En cambio, si no podemos calcular ninguna raiz en for-

ma, digamos, sencilla, debemos descomponer f en factores irreducibles sobre Q vy aplicar el

resultado de Kronecker a cada uno de los factores*V"".
Ejemplos de cuerpos de descomposicion

Con intenciones de aclarar lo expuesto daremos distintos ejemplos:

(1) El polinomio t? —5t +6 se factoriza en Q[t] como (t —2)t —3), por lo tanto la exten-

sion finita de Q que buscamos es el mismo cuerpo Q.
Por otro lado, es claro que las raices pertenecen, por ejemplo, a Q(\ﬁ) 6a Q(E/E) , eX-

tensiones de Q de grado 2 y 3 respectivamente. Pero el cuerpo de descomposicion es aquel

en el que el polinomio se puede descomponer en factores lineales, y que no pueda hacerlo en
ningun otro subcuerpo propio.

En conclusién, Q es el cuerpo de descomposicion de f(t).

(2) El cuerpo de descomposicion de f(t) =t* —2 sobre Q es simplemente Q(\/E)

puesto que sus dos raices son ++/2 y —/2 e Q(\/E)

XVIIY si no es posible, con nuestras herramientas, descomponer f en irreducibles en Q[t], bueno, pasariamos a
otro problema que escapa a esta investigacion.
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(3) El cuerpo de descomposicion de f (t) = (t> — 2)t? —3) es el cuerpo Q(\/E, «/5) X

generado sobre Q por V2 y J3, ya que las raices del polinomio son + V2,143,
Esta extension es de grado 4 sobre Q, el siguiente diagrama ilustra los subcuerpos que lo

generan:

(4) El cuerpo de descomposicion de f (t) =t° -2 sobre Q no es Q(E/E) pues, ademas de
poseer a /2 como raiz, posee otras dos raices, a saber 3\/_[ 1+ '\/—J 3 2( "/_] que

no pertenecen obviamente a Q(%/f) debido a que los elementos de esta extension son de la

forma a +b3/2 + c3/4 con a,b,c racionales, es decir, s6lo contiene niimeros reales, y las Gl-

timas dos raices no lo son.

Entonces el cuerpo de descomposicion K de f(t) =t° -2 se obtiene afiadiendo las tres

raices al cuerpo Q. Pero notemos que al agregar las primeras dos raices obtenemos una ex-

XX Denotamos F(a,ﬁ) al cuerpo generado sobre F por « y S es el cuerpo generado por A sobre el cuerpo
F(a) generado por « .
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tension K, que también contiene al cociente entre ellas**, es decir, contiene a (

~1-iV3
=R

Por consiguiente, contienea +—3.

De otra manera, cualquier cuerpo que contenga a 32 y ~/—3 contiene a las tres raices del

polinomio f(t). Por lo tanto el cuerpo de descomposicion de f(t) sobre Q es

K= Q(%\/—_?z) _de dimensién 6.X¥

(5) Tomemos t*+4 eQI[t] que no tiene raices racionales. Sin embargo, se factoriza sobre
Q de la forma:
trd=t + 4t 14— 487 = (£ +2) 4t = (1P +2t+2)(t -2t +2)
Las raices del primer factor son —1+i y las del sequndo 1+i asi que el cuerpo de des-
composicion de este polinomio es Q(i), una extension de Q de grado 2, donde sus elementos
tienen la forma: a+bi; con a,b racionales.

Esto nos hace tomar cuenta que el grado de descomposicion de un polinomio puede tener

grado mas bajo del imaginado.

XX Si a,,a,son algebraicos sobre un cuerpo K, entonces el cociente entre «; y «, también es algebraico sobre

K.
XX E] célculo de la dimensién de extensiones de cuerpos generados por una cantidad finita de elementos alge-
braicos (extensiones finitas), excede de los objetivos de este trabajo.
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Teorema del cuerpo de descomposicion

Para cualquier cuerpo F, si f (t)eF[t], existe una extension K de F que es el cuerpo de

descomposicion para f(x).

Demostracion.

Demostraremos este teorema por induccion sobre d, el grado del polinomio f(x).

Si gr(f(t))=1 el resultado es trivial.

Sea gr(f(t))=d, d >1.

En F[t], supongamos que f (t) = p,(t)-...- p,(t) es el producto de polinomios irreducibles.
Siel gr(p,(t))=1 para todo i=1,...,s, luego el cuerpo K buscado es el mismo F.

Por lo contrario, reenumerando si es necesario, supongamos que gr(p,(t))>1. Sea
L= F[y]/( P, (t)) ysea a = [y]pl(y). Luego L es un cuerpo que contiene a F (donde identifi-
camos a F con las clases de congruencia de polinomios constantes en L), y « es una raiz de
p,(t) en L. Entoncesen L[t], p,(t) se factorea como p, (t) =(t—)q,(t). Asi, en L[t]:
f(t)=({t—a)q,(t)p,(t)-...- p, (1)

Llamando g(t) = g, (t) p,(t)-...- p, (t) en L[t], es evidente que gr(g(t))=gr(f(t))-1.

Por induccidn, existe un cuerpo K que contiene a L tal que en K[t], el polinomio g(t) se

descomponga como el producto de factores lineales. Pero también lo hace f(t)=(t—«)g(t).

Por lo tanto K contiene a F.
Asi queda demostrado que todo polinomio en un cuerpo determinado posee una unica ex-

tension del cuerpo que es su cuerpo de descomposicion.
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Aplicacion: Racionalizacion

Nos proponemos racionalizar la siguiente expresion:

33
1+233-339

Por racionalizar se entiende transformar la expresion dada por una equivalente sin radicales

en el denominador.

Estamos acostumbrados a racionalizar expresiones que involucren raices cuadradas ape-
lando a la nocion de conjugado: si Jd' no es “exacta” entonces se define el conjugado de

a+bd como a—bd . Aprendemos que el conjugado es la cantidad por la que hay que

multiplicar y dividir para eliminar raices cuadradas del denominador™*!!,

Pero veremos que la idea de conjugado no es tan clara como parece. Por ejemplo, si consi-

deramos la expresién verificamos que multiplicando y dividiendo por -7 — J5 tam-

_3
7-5"
bién se elimina la raiz del denominador. Es mas, cualquier maltiplo racional tanto de 7 + J50
de —7—+/5 elimina ~/5 del denominador.

Esto nos lleva a cuestionar aquella idea que tenemos de “el conjugado”, pues si esta vincu-
lada a la eliminacidn de raices en el denominador, entonces hay méas conjugados de los que

conociamos: también se le puede cambiar el signo al término que no involucra la raiz cuadra-

da.

XXl Muchos textos de ensefianza media, tomando como punto de partida que a* —b” = (a—b)(a+b) dan la
siguiente definicion: el conjugado de la expresion a+b es a—b.
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Ahora bien, es evidente que el método de multiplicar y dividir por el conjugado no propor-

ciona una solucion en el caso expuesto inicialmente.

En primer lugar, escribiendo o := 3 simplificamos la expresion:

333 3a

1+233-330 1+ 2a 30

Vemos que o es raiz del polinomio f(t)=t°-3 irreducible en Q[t]. Entonces, por el

teorema de la extension E(«) de cualquier cuerpo E**!, sabemos que Q(«) resulta cuerpo y

su grado es 3.

Con lo que podemos reducir el problema de racionalizar la expresion, al de encontrar un
elemento de Q(«), digamos a-+ba +ca?, de modo que
(1+2a—3a2)(a+ba+0a2) @

resulte racional. En otras palabras, queremos eliminar « .

Antes de continuar, deberiamos saber si el problema planteado inicialmente tiene sentido.
Es decir, si el denominador 1+ 23/3 -33/9 es distinto de cero.

Como {L,&,a*} es base de Q () como Q-espacio vectorial, es evidente que

1+233-339 =1+ 2a —3a? = 0 pues 1,2, -3 son distintos de cero.
Por lo tanto sabemos que el elemento 1+ 2%/3-33/9 es una unidad en Q(«a) . Determine-
mos entonces su inverso, es decir, busquemos las coordenadas (en términos de a, b, ¢) en la

base {1,,a} del elemento que se obtiene en (1).

XX Demostrado en el Capitulo 1 del presente trabajo.
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(1+2a—3a2)(a+ba+Ca2)=l

Aplicando la propiedad distributiva y reemplazando «®* =3 y a* =3, queda

(a—9b+6c)+(2a+b—-9c)a+(-3a+2b+c)a’ =1
obteniendo un sistema de ecuaciones lineales

a-9+6¢c=1
2a+b-9c=0
—-3a+2b+c=0

Luego, por Gauss-Jordan

1 -9 6 1 1 -9 6 1 1 -9 6 1
2 1 -9 0|0j0 -19 21 2|00 -19 21 2
-3 2 1 0 0 -25 19 3 0 0 164 -7

Ilegamos a que:

_ 19,25 T
164 164 164
Con lo que (1+2a—3a°) R S
164 164 164
Asi
1
— (19425 +7a?
¥ 8« 3a 164( ) (57a+750° +21a°)
1+233-3Y9 1+20-3a% 1+2a-3a° 1 (19+25a+7a) 4
164
1 ) 63 57 63 , 57 63
———(57a+75a° +63)=— - a-— a’ =
64( ) 164 164 164 164 164\/_ \/_
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Podemos observar entonces que racionalizar, en realidad, consistid, por un lado, en mostrar

que 1+2a—3a? es un elemento no nulo de Q(«) y, luego, en mostrar que dicho elemento es

una unidad en Q(«). Y esto Gltimo lo logramos, encontrando la expresién en coordenadas

del inverso multiplicativo.
En suma, la racionalizacion no tiene demasiado valor despojado de las observaciones que
hemos realizado. Podemos ser mas directos: redujimos la cuestion a un problema de algebra

lineal. Y esto es lo relevante, es necesario tener presente que cualquier argumento con respec-

to a los elementos de Q(«) involucra la estructura de Q -espacio vectorial. Y a la vez, se

pone en discusion la idea que tenemos con respecto a la nocion de conjugado. Si aceptamos

que el conjugado de una expresion es otra que multiplicando nos permite eliminar la raiz del

denominador, entonces en este caso el conjugado de 1+ 2 —3a” calculado mas arriba no

requirié cambiar ningln signo.
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Conclusion

Claramente el objetivo del trabajo ha sido cumplido de forma satisfactoria.

Somos capaces entonces de, teniendo un cuerpo F cualquiera y un polinomio p(t) perte-
neciente a F[t] irreducible en dicho cuerpo, encontrar un cuerpo “mas grande” que contenga

aF enel cual laecuacién p(t)=0 tenga solucién.

Hemos tratado dos tipos de casos: polinomios cuyas raices podiamos determinar; y poli-
nomios cuyas raices nos eran desconocidas.

Se ha dejado en claro que el hecho de conocer, o no, al elemento que anula al polinomio,
genera grandes diferencias en el proceso de construccion del cuerpo buscado.

Para el primer caso, la construccion del cuerpo es mas concreta, mas “palpable”. Es senci-
Ilo determinar la estructura de los elementos del nuevo cuerpo, pues se apoya en el conoci-
miento de la raiz del polinomio. En cambio, la segunda construccion es mas tedrica. Para ella
se supone el manejo de varios conceptos del algebra. Justamente, la construccion de la raiz es
basicamente algebraica, y por ende, también la del cuerpo.

De todas maneras hemos encontrado la forma de demostrar que estas construcciones, al pa-
recer, diferentes, terminan siendo similares. En esto tuvo un papel principal el Teorema del

Isomorfismo, pues permitié confirmar que ambas construcciones son isomorfas.
El cuarto capitulo lo tomamos como una especie de “yapa”. Ya hemos dejado expuesto que

el concepto de cuerpo de descomposicién sobrepasa los limites de este trabajo, pero nos pare-

cia de suma importancia dejar en claro simplemente su definicion y algunos ejemplos senci-
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llos. La intencion es que su lectura confiera una humilde base para poder abordar uno de los
diamantes mas brillantes de la historia de la matematica: el Gran Teorema de Galois.

Para finalizar, nos pareci6 que el tema de racionalizar expresiones, aporté una mirada mas
concreta del tema, en la que la aplicacion de lo trabajado nos ha proveido de una solucion

muy sencilla a un problema que a simple vista parecia ser complejo.
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