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Resumen

En este trabajo se analizan las herramientas matemadticas implicadas
en el primer algoritmo desarrollado por Google (hoy ya de dominio pu-
blico), el PageRank, que le permitié ordenar y cualificar los sitios web
en Internet. Se explica el modo en que, luego de una busqueda de un
usuario, aparecen las 10 primeras paginas con informacién relevante pa-
ra dicha btisqueda y se mencionan otras aplicaciones del algoritmo en

diferentes ramas de estudio.

Palabras Clave: Google, Grafos, Teorema de Perron-Frobenius, Matri-

ces estocasticas, Autovalores.



II

Abstract

In this paper we analyze the mathematical tools involved in the first al-
gorithm developed by Google (now public domain), the PageRank, which
allowed it to order and qualify websites on the Internet. The way in which,
after a search of a user, the first 10 pages with relevant information for
that search are shown and other applications of the algorithm in different

branches of study are mentioned.

Keywords: Google, Graphs, Theorem of Perron-Frobenius, Stochastic

Matrices, Eigenvalues.
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Capitulo 1

Introduccion

El buscador Google fue disefiado en 1998 por Sergey Brin y Lawrence
Page, graduados en matematica y en informdtica respectivamente, quie-
nes en ese momento eran estudiantes de doctorado en Informatica de la
Universidad de Stanford.

El nombre del buscador es una variante del término googol que Ed-
ward Kasnerl!| cre6 para referirse al ntimero 10'. Uno de esos ntimeros
que los matemdticos manejan con comodidad pero que, quizés, sea ma-
yor que el ntiimero de particulas en el Universo. Con él querian reflejar la
mision de la compafiia de organizar la inmensa cantidad de informacién
disponible en la web y en el mundo.

A fines de los 9o ya existian motores de btisqueda como Yahoo!, Ex-

1(1878-1955) Matematico norteamericano. Cre6 este término con el objeto de explicar
la enormidad del infinito a través de un ntmero tan grande que es inimaginable pero
que, sin embargo, no se acerca siquiera al infinito.
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cite o Altavista?] Eran los llamados Test Based Ranking Systems y pese
a ligeras diferencias, compartian el mismo criterio a la hora de ordenar
las paginas web que surgian como resultado de una biisqueda, priorizan-
do aquellas que condensaban mayor nimero de palabras clave; es decir,
cuantas mds veces figuraba una determinada palabra en una web, mejor
era la posiciéon que ocuparian en los resultados de buisqueda. Este crite-
rio contextual no ofrecia resultados 6ptimos ya que empresas que con-
seguian situar sus webs en lo més alto no necesariamente eran las més
importantes o relevantes, dando como resultado que un buen niimero de
compafiias modestas pudiesen ocupar el "top ten". Al observar, Brin y
Page, esta situacion, desarrollaron un nuevo algoritmo de btiisqueda que
evitaba ese problema, es el denominado PageRank, algoritmo que com-
parte nombre con el vector que resulta de su aplicacién. Es un algoritmo
con gran aceptaciéon y ha sido ampliamente analizado por varios inves-
tigadores. Para describirlo muy sintéticamente podemos decir que dicho
algoritmo es una aplicacién de autovectores y autovalores que atraviesa
algunas herramientas de la matemética que van desde la teoria de grafos
y el dlgebra lineal hasta la teorfa de probabilidades y el cdlculo numérico.

En 1997, cuando Brin y Page empezaban a trabajar en el disefio de

Google, habia censadas alrededor de 100 millones de péginas web. Al-

*Nacido en 1995, fue uno de los mejores buscadores. Comprado por Yahoo en el 2003
quien lo termina cerrando definitivamente en el afio 2011. Se converti6é en el primer
motor de busqueda multimedia de la web tras haber desarrollado mds de 60 patentes
de motores de btisqueda y haber ofrecido en 1995 el primer indice de Internet.
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tavista atendia 20 millones de consultas diarias. Hoy, esas cifras se han
multiplicado, el propio buscador Google atiende 200 millones de consul-
tas diarias e indexa varios miles de millones de paginas web. Por lo que
el disefio de un buscador debia resolver con eficacia ciertas cuestiones
computacionales, como la manera en que se almacena toda esa informa-
cién, como se actualiza, como se pueden gestionar las peticiones, cémo
buscar en las gigantescas bases de datos, etc.

Pero ese no fue el tnico objetivo para Brin y Page, habia que conside-
rar también que el buscador fuera resistente a intentos de manipulacién,
a estrategias que, por ejemplo, por intereses comerciales, pretendieran
situar ciertas paginas en los primeros puestos de la lista.

(En qué consiste el algoritmo? Se trata de un criterio de ordenacion
que asigna a cada pdgina un ntimero entre o y 1 para determinar su
importancia.

El objetivo de este trabajo es analizar el algoritmo que plantearon Brin
y Page en aquel momento para determinar en qué orden mostrar los
resultados de la basqueda de modo tal que, al menos una de las diez
primeras paginas que se muestren contenga informacién ttil para el que
realiza dicha busqueda.

El contenido de este trabajo consiste de cinco capitulos.

Con el objetivo de presentar un trabajo autocontenido, en el capitulo 2
se incluyen definiciones y herramientas necesarias para el desarrollo del

algoritmo como ser definiciones de grafos y su clasificacién, matrices y la
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relacién con grafos y matrices estocésticas.

En el capitulo 3 se presenta la demostracion de la herramienta funda-
mental para el algoritmo PageRank, el Teorema de Perron-Frobenius y el
Teorema del Punto Fijo.

En el capitulo 4 se muestra como se construye la lista de paginas en
orden de importancia, es decir se explica el modelo PageRank.

En el altimo capitulo se mencionan algunas de tantas aplicaciones del
algoritmo en otras dreas de conocimiento.

Ademads incluimos un apéndice con conocimientos basicos generales
a modo de recordatorio o para que quienes no posean los conceptos ne-

cesarios los tenga disponible.



Capitulo 2

Grafos y su representacion

matricial

En el modelo PageRank, el universo de las paginas web indexadas
es un gran grafo dirigido, donde cada pagina web censada es un nodo, y
hay una "flecha’(arista orientada) desde la pégina p; hacia la pagina p; si
hay un enlace desde la primera pagina hacia la segunda. La asignacién
del valor de importancia de cada pédgina en el algoritmo PageRank uti-
liza, basicamente, la teoria de grafos y su representacion matricial. Por
todo esto en este capitulo se incluyen las definiciones bésicas y las he-
rramientas que seran utilizadas en el algoritmo. Estas definiciones y mds

informacién sobre grafos pueden encontrarse en [4] y [14].



CAPITULO 2. GRAFOS Y SU REPRESENTACION MATRICIAL 6

2.1. Grafos

Definicién 2.1 Un grafo o multigrafo G es un par (V,E) donde V # @, V =
{u,v,...} es un conjunto finito de elementos que llamamos vértices, puntos o
nodos y E es un conjunto de pares no ordenados de vértices que llamamos ramas

0 aristas.
» Los vértices los representamos por puntos y las ramas por segmentos.

» Si(u,v) € E decimos que u y v son adyacentes.

Si dos nodos son unidos por mds de una arista entonces el diagrama se
llama multigrafo. La definicion formal de grafo no permite aristas muilti-
ples ni lazos. Por tanto, un grafo se define como un multigrafo sin aristas

muiltiples ni lazos (arista que tiene por extremos a un mismo vértice).

Observacion: En algunos textos el término grafo se usa para incluir
multigrafos y el término grafo simple para indicar un grafo sin aristas

multiples ni lazos.

Definicién 2.2 Los grafos dirigidos o digrafos G son grafos con aristas orienta-
das en una direccion y se representan mediante una flecha. Si (u,v) es una arista
en un grafo dirigido G entonces la rama empieza en u y termina en v, u es el
origen o punto inicial de la rama, y v es el destino o punto terminal.

Si u es un vértice de un grafo o digrafo, llamamos grado de u al niimero de ramas

que inciden en él y lo indicamos gr(u).
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Definicion 2.3 Un grafo G' = (V', E') se llama un subgrafo de un grafo G =
(V,E)si VI C Vye e E implica que e € E.
Si E' contiene todos las ramas de E cuyos extremos estin en V!, entonces G' =

(V',E") se llama subgrafo generado o inducido por V.

2.2. Grafos conexos

Definiciéon 2.4 Un camino en un multigrafo queda determinado por una se-
cuencia de vértices {ug,...,u,} tales que (u;,u;y1) € E. Cuando uy = uy
decimos que es un camino cerrado. En otro caso diremos que el camino va de u

a uy 0 que conecta ugy con uy.

Definicion 2.5 Un camino donde todas sus ramas sean distintas se llama ca-
mino simple o sendero. Cuando todos los vértices son diferentes se dice que es
una trayectoria. Por lo que toda trayectoria es un sendero. Un ciclo es un camino

cerrado en que todos sus vértices son distintos excepto uy = uy.

Definicién 2.6 Un grafo se dice que es conexo si existe una trayectoria entre

cualquier par de vértices.

Definicién 2.7 Un subgrafo conexo de un grafo G = (V, E) se dice que es una

componente conexa si no estd contenido en un subgrafo conexo mayor.

Ejemplo 1 Observar el grafo de la figura

{us, ug, uq, 1y, g, 1, up, us} es un camino de uz a us. No es un sendero dado
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Up——uUr——Uuz

N

Ug ——Uyp——1Us
Figura 2.1: Ejemplo de grafo conexo.

que la rama (ug,u1) se usa dos veces. La sucesion {us, ug, g, U1, Us} 1O €s un
camino porque (i1, us) no es una rama. La sucesion {us, ug, ug, U1, Uy, Ug, Us }
es un sendero ya que no repite ninguna rama pero no es una trayectoria porque se
repite el vértice uy. La sucesion {us, uo, ug, tp, Us} es una trayectoria de us a us.
La sucesion {usz,ug, ug, up, Us, Uy, Uz} es un camino cerrado pero no es un ciclo
ya que repite el nodo 1y, en cambio la sucesion {us, ug, ug, usz} st es un ciclo.

El del ejemplo anterior se trata de un grafo conexo, en cambio el de la figura

no lo es, ya que no existe un camino entre uz y uy.

ug uq u2

/

us Uy

Us
Figura 2.2: Ejemplo de grafo no conexo.

La figura [2.2| corresponde a un grafo no conexo que tiene tres compo-

nentes conexas.

Definicién 2.8 Sea G = (V, E) un grafo dirigido. Se dice que es fuertemente

conexo si existe camino entre todo par de vértices en ambos sentidos.
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Una componente fuertemente conexa de G es un subgrafo fuertemente conexo
inducido de G, G' = (V', E') , tal que ningiin otro subgrafo fuertemente conexo

inducido de G contiene a G'.

Definicién 2.9 Un digrafo ponderado es una terna (V,E,p) en la que G =
(V,E) es un digrafo y p : E — R es una aplicacion de E en un anillo conmuta-

tivo R, que asocia a cada rama (u,v) € E su peso p((u,v)).

2.3. Matrices y Grafos

Una representacion matricial de un digrafo G de vértices V = {uy, ..., u, }

es la matriz de conectividad y se define como

M = (m;j) € R™" tal que

1 si(u, u]-) es una flecha, es decir, si u; es el punto de inicio y U el punto fina
mi]- =
0 en caso contrario

La matriz de adyacencia de un multigrafo se define de forma analoga,

siendo m;; el ndmero de ramas (u;, u;).
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Ejemplo 2 La matriz de incidencia para un grafo como el de la figura2.3|es

o O

[2%)

1—Us

Uus u
Uy
Figura 2.3: Ejemplo de grafo no dirigido.

Ejemplo 3 La matriz de incidencia para un digrafo como el de la figura|2.4|es

o o O
(e]
—
e]
—_

—_
@)

o o O
@)

o o O
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Us

TN

Uus U1 ——>1Uus

N

Uy

Figura 2.4: Ejemplo de grafo dirigido.

11



Capitulo 3
Teorema de Perron-Frobenius

El teorema de Perron-Frobenius plantea que una matriz no negativa e
irreducible siempre tiene un autovalor positivo de médulo méximo que
lleva asociado un autovector positivo. La demostracién del teorema la po-
demos encontrar en [17] y [19]. Este autovector tendrd suma importancia
en el algoritmo de ordenacién de Google.

Oskar Perron (1880-1975), en 1909, di6 un resultado sobre matrices no
negativas en el que concluia que siempre existia un autovalor de médulo
méaximo que llevaba asociado un autovector positivo. En 1912, Ferdinand
Georg Frobenius (1849-1917) generaliz6 este resultado a matrices irredu-
cibles, la consecuencia fue el denominado Teorema de Perron-Frobenius,
que hoy en dia es utilizado en diversas aplicaciones en diferentes ramas
de la ciencia, como ser aplicaciones econémicas, andlisis de las caracteris-

ticas demogréficas de una poblacién, estudio de la distribucién de poder

12
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de una red social o en el ejemplo que nos convoca y que se convirtié en
su aplicacién mas famosa, el motor de bisqueda de Google.

Uno de los elementos fundamentales de la prueba del Teorema de
Perron-Frobenius es el Teorema del punto fijo de Brouwer. Este teorema,
que data también de 1910, nos asegura la existencia de un punto fijo pa-
ra una aplicacién continua definida en un conjunto compacto. La idea
del teorema le surge a Brouwer cuando removia una taza de café en la
que aparentemente siempre habfa un punto sin movimiento. Este teore-
ma ha sido la pieza fundamental de la prueba de diferentes resultados,
a parte del Teorema de Perron-Frobenius. Una de las aplicaciones maés
famosas del Teorema del punto fijo de Brouwer es la que encontr6 el cé-
lebre matemaético John Nash, fallecido en el afio 2015 y que desarroll6 en
su tesis doctoral en 1951. En ella define los equilibrios que hoy llevan su
nombre y trata de manera general las estrategias mixtas, demostrando
que cualquier juego con un ndmero finito de estrategias tiene al menos
un equilibrio de Nash] La prueba de la existencia de dicho equilibrio es
consecuencia del Teorema del punto fijo de Brouwer. Los resultados de
su tesis doctoral le valieron més tarde el Premio Nobel de Economia por
la amplia gama de aplicaciones que tuvo este concepto en diversas ramas

de la ciencia.

'En Teorfa de juegos, se define el equilibrio de Nash como un modo de obtener una
estrategia Optima para juegos que involucren a dos o mds jugadores. Es decir, si hay
un conjunto de estrategias tal que ningtn jugador se beneficia cambiando su estrate-
gia mientras los otros no cambien la suya, entonces ese conjunto de estrategias y las
ganancias correspondientes constituyen un equilibrio de Nash.
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Antes de presentar el Teorema de Perron-Frobenius y su demostra-
cién, que fue extraida de [2], [3], [5] y [13], vamos a presentar una defini-

cién necesaria para establecer el enunciado del mismo.

Definicion 3.1 Una matriz A de orden nxn se dice reducible en unos de los
siguientes casos:
i) A es la matriz cero de orden 1x1.

ii) Si n > 2y existe una matriz de permutacionf| P tal que

B 0
PAPT = ,
C D
donde B y D son matrices cuadradas y O es la matriz cero.

Una matriz A se dice irreducible si no es reducible.

Teorema 3.1 (Teorema de Perron-Frobenius). Sea A una matriz cuadrada nxn
con entradas no negativas (A > 0). Si A es irreducible entonces:

i) Existe un autovalor A > 0 tal que Av = Av, donde el autovector corres-
pondiente es v > 0. Ademds:

a) A >| u | para cualquier otro autovalor u de A.

b) El autovalor A tiene multiplicidad algebraica y geométrica uno.

c) Cualquier autovector w > 0 no nulo de A es miiltiplo de v.

ii) Si hay k autovalores de médulo mdximo, entonces son las soluciones de la

ecuacion x* — Ak = 0.

2Una matriz P de orden nxn se dice matriz de permutacién de orden n si puede
obtenerse de la matriz identidad de orden n permitando sus filas y columnas.
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Antes de comenzar con la demostracion del primer apartado del Teo-
rema de Perron-Frobenius, se presentan dos lemas relacionados con el
concepto de matriz irreducible. El primero de ellos nos permite identifi-
car una matriz reducible y en el segundo se dan varias caracterizaciones

para matrices irreducibles.

Lema 1 Sean A una matriz cuadrada de orden n, con n > 2, S un subconjunto
no vacio de {1,2,...,n} y T su complementario. Si a;j =0 cuandoi € Syje T,

entonces A es reducible.

Demostracion. Sean S = {iy, iy, ..., ix }, donde sin pérdida de generalidad,
podemos considerar i1 < ip < ... < k1 < i, y T = {j1,j2, s Ju—k}, cON
1 < j2 < .. < jy_i €l complementario de S. Consideramos la permuta-

cién o del conjunto {1,2,...,n} dada por

1 2 ... k k+1 k+2 ... =n
i1 iy ... i f1 2 e n—k
Notar que ¢ puede ser representado por la matriz de permitaciéon P =

(pij), donde p,s = 1si o(r) = s. Veamos que

PAPT = b 0,
C D

donde B es una matriz kxk, D una matriz (n — k)x(n — k) y 0 es la matriz
cero de orden kx(n — k). Consideremos la columna « y la fila B, donde

1<a<kyk+1<p<n. Conlocual
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(PAPT)ap = L1 LJ 1 Paifijppj-

Veamos entonces que cada término de la sumatoria es nulo. Supongamos
que p,; = ppj = 1, por definicién de ¢ tenemos que c(a) =iy c(B) = j.
Ahora bien, como hemos tomado 1 < a« < ky k+1 < B < n, entonces
i€ SyjeT. Asi aplicando la hipétesis del lema, tenemos que a;; = 0.

[l

Lema 2 Sea A > 0 una matriz nxn. Entonces son equivalentes:
i) A es irreducible.
i) (I+ A)”*1 > 0.

iti) Para cualquier (i,),1 <i,j < n, existe un entero m = m(i,j) < n para

()

el que (A™);; = aj;

> 0, donde A™ es la potencia m-ésima de A.

Demostracion. Para demostrar este lema vamos a demostrar las equivalen-
cias:
i) = ii) = iii) = i).

i) = ii) : Sea y > 0 un vector no nulo en R" y A una matriz irreduci-
ble. Por ser y un vector no nulo tendré al menos una coordenada no nula,
que seguird siendo no nula para el vector (I + A)y = y + Ay. De esta for-
ma podemos afirmar que (I + A)y tiene menos coordenadas nulas que y
(siempre que y tenga al menos una coordenada nula).

Veamos con un poco més de detalle esta afirmacién. Supongamos que

es falsa, entonces (I + A)y tendrd las mismas coordenadas nulas que y.
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Notar que no puede tener mds coordenadas nulas, ya que A es una matriz
no negativa. Con lo cual si y; = 0, ((I + A)y); = 0 y también (Ay); = 0.

Sea | = {j : y; > 0}. Entonces para cada j € ], por la observacion
anterior, (Ay); = Y{_; ajxyx = 0. Como para cada r € | se tiene que los
Yr > 0, la identidad anterior implica que a;, = 0sij € J°yr € ], lo que
nos lleva a una contradiccioén con el lema anterior, pues A es irreducible.
De esta forma queda claro que (I + A)y tiene menos coordenadas nulas
que y.

Por definicién y tendrd como méximo n — 1 coordenadas nulas y por
la afirmacion anterior (I + A)y tendrd como maximo n — 2 coordenadas
nulas. Siguiendo con este razonamiento (I + A)?y tendrd a lo sumo n —
3 coordenadas nulas. Por induccién podemos concluir que (I + A)"ly
tendré todas sus coordenadas positivas.

Tomamos ahora y = ¢;, donde ¢; representa el i-ésimo vector canénico
de R". Asi (I+ A)""le;, coni = 1,2,...,n, que da como resultado la i-
ésima columna de (I + A)"~!, tendré todas sus componentes positivas y
concluimos que (I + A)"~! > 0 como queriamos ver.

ii) = iii) : Supongamos (I + A)""! > 0y A > 0, entonces es claro
que A no es la matriz nula. Ademds como (I + A)"~! > 0, se cumple que
A(I+ A)"~1 > 0. Si desarrollamos ahora (I + A)"~! mediante el binomio

de Newton obtenemos

n
AT+ A1 =Yy1, Ak > 0.
k—1
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Con lo que podemos concluir que para cada i, j existe al menos una matriz
A A% .. A" que tiene su (i, j)-ésima coordenada positiva.
iii) = i) : Supongamos A reducible, entonces por definicién existe

una matriz de permutacién P tal que

papr— [ P10 ,

C1 Dy
donde B; y Dy son matrices cuadradas. De esta forma (PAPT)? = PAPTPAPT =
[3PA2PT, donde

pazpr — B2 0 )
C, D

por ser By y D1 matrices cuadradas y mediante induccién tenemos

panpr — [P0
para cualquier m natural.

De esta forma (PAmPT)a[; = 0 para cualquier m = 1,2,..., donde «, B

corresponden a las entradas de la submatriz cero de PAPT. Entonces

0= (PA"PT)us = XTIy Ty pasct] ppi

para cualquier m y més concretamente para m = 1,2,...,n. Ahora toman-

do una pareja k, [ para la que pyx = 1 = pp, tenemos que a](c’lﬂ) = 0 para

3La transpuesta de una matriz de permutacién P es su inversa.
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todo m, lo que entra en contradiccién con la hipoétesis. De esta forma

concluimos que la matriz A es irreducible.

0

Veamos ahora una expresion para la derivada del determinante de
una matriz que emplearemos en la prueba de la simplicidad del autovalor

méximo del Teorema de Perron-Frobenius.

Lema 3 Sea X(t) una matriz cuadrada nxn cuyas entradas son funciones dife-

renciables con respecto a t, entonces

XD = Xma (D)X () (1l)|x(1),

donde X (t)(i|j) es la matriz obtenida al eliminar la fila i-ésima y la columna

j-ésima de la matriz X(t), y |.| denota determinante.

Demostracion. Para realizar la demostracion de este lema comenzamos
recordando la definicién de determinante de una matriz utilizando per-
mutaciones.

Sea 0y, el conjunto de permutaciones de {1, ..., n} y p € 0, una de estas
permutaciones. Si €(p) denota —1 elevado al namero de inversiones de

una permutacién p, se sabe que

|X(t)| = Zpea,, e(p>x1p(1)(t)x2p(2)(t)"'xnp(n)(t)'

Con esta definicién de determinante, derivamos con respecto a t y obte-

nemaos
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(detX (1)) = Epee, €(p)) 1) (D¥ap(a) () Ky (1) +

Epean e(p)xlp(l) (t)xép(z) (t)'"xnp(n) (t) T+t

() Xt e X0

e (P eapity (Dap(ay ()t o () = | 20 220D
0alt) x2(t) o t(t)
wn() xalt) . x) () xn) .. vl
xgl'(t) x’zz.(t) x’zn'(t) o x21.(t) xZ%(t) xzyl.(t).
01 (®) 5l oo xwn(t) X0(0) Xplt) o (1)

xpp (1) xp(t) X1, (1)
le(t) sz(t) xZn(t)
X1 (8) xp2(t) ... xun(t)

desarrollando por la primer fila obtenemos

Xy (1) xa(t) X1, (1)
x21(t) X22.(t) Xon (t) _ 7:1(—1)f+1xi].(t)det(X(t)(1\j)).
X1 (t) xp2(t) oo xpn(t)

Si realizamos el mismo proceso con los demés determinantes llegamos a

(detX(t))" = Ly (=1)"cf;(t)det (X (t) (i),
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como queriamos demostrar. 4

Una vez vistos todos los lemas anteriores, podemos comenzar con la
prueba del primer apartado del Teorema de Perron-Frobenius, pero antes
presentaremos el enunciado del Teorema del punto fijo de Brouwer, que

es una de las piezas bésicas de la demostracion [15].

Teorema 3.2 (Teorema del punto fijo de Brouwer) Sea D" := {x € R" : ||x|| <
1} el disco unidad cerrado de R" y f : D" — D" una aplicacion continua.

Entonces f tiene un punto fijo; es decir, existe x € D" tal que f(x) = x.

Cabe destacar que la propiedad del punto fijo es una propiedad topo-
l6gicaff} por lo que si X es homeomorfo a Y y X tiene la propiedad del

punto fijo, entonces Y también.

Demostracion del apartado i) del Teorema de Perron-Frobenius. Tomamos el

siguiente conjunto
S={x=(xp,x2,...x) x| =1,x,>0;i=1,...,n}.

Definimos ahora la aplicacién f : S — S como

f&) = 13-

Veamos que Ax # 0 para cada x € S, asi la aplicacién f esta bien definida

ya que en ese caso ||Ax| # 0.

4Una propiedad de espacio es una propiedad topoldgica, si cada vez que un espacio
X posee esa propiedad, cada espacio homeomorfo a X la posee también.
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Supongamos Ax = 0 para algtin x # 0y x € S. Entonces x € Ker(A) y

aj1xy +apxy + - +ayx, =0

Ap1X1 + appxo + -+ -+ aypxy =0

(3-1)

Como ag;x; > 0 parai,j=1,...,n, ya que a;; > 0, para que se satisfaga

se debe cumplir a;x; = 0 parai = 1,...,n lo que implica a; = 0;

es decir, A tiene una columna de ceros. Pero esto no es posible por ser A

una matriz irreducible. En efecto, si A tiene una columna entera de ceros

bin bz

by b

Atl=
b bio

bp1 b2
C11 C12

€21 €22

Ck1 Cr2

Cnl Cn2

0
0

0

= (A+D" 1=

Cin

Con

Ckn

Cnn

lo que, por ii) del Lema 2, contradice el hecho de que A es irreducible.

Ademés es claro que f es una aplicacién continua y envia S en S, ya
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que Ax >0,y

LF N = Nyl = 1.

Con lo cual, por ser S homeomorfo a D"}, aplicando el Teorema del
punto fijo de Brouwer podemos asegurar que existe v € S tal que f(v) =

v; es decir,

Hﬁgl\ =0 <= Av = |Av|v.
Si denotamos A := ||Av|| tenemos el autovalor buscado en i) y, ademas,

A > 0.

Usando que Av = Av, veamos que v > 0. Es claro que
(I+Av=v+Av=v+Av=(1+A)v

y, mediante induccién,

(I+A)" o= (1+1)"1o. (3.2)

Por ser A irreducible, (I + A)"~! > 0, lo que implica (I + A)* v >0y
por v > 0.

Antes de probar a); es decir, A > |u| para cualquier autovalor u de A,
vamos a ver que la matriz traspuesta de A tiene como autovalor maximo
aA.

AT > 0 e irreducible, por serlo A. De esta forma, por lo visto anterior-

mente existe A; > 0 tal que ATz = Az, con z > 0. Multiplicamos a
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izquierda esta tltima igualdad por v’, donde v > 0 es el autovector de A

asociado con A,
MoTz =0T ATz = (Av)Tz = Av'z.

Con lo que acabamos de demostrar que A; = A ya que v’z > 0.

Veamos ahora que A > |u| para cualquier autovalor i de A. Sea i un
autovalor real o complejo de A. Dado u = (uq,up, ..., un)T un autovector
de A asociado a y, definimos |u| := (|u1|,|uz],. .., |us|)T. Sin pérdida de

generalidad consideramos |u| € S. De esta forma
L aijlugl > [ X5 aiuj| = |pui| = |pllul.

Con lo que Alu| > |u||u|. Si z es el autovector de AT asociado con A,

multiplicamos a izquierda por z' la anterior desigualdad y obtenemos
Azl |u| = (AT2)|u| = 20 Alu| = 28 |pl|u] = |plz" [u],

y como z'|u| > 0, obtenemos A > |u|.

Continuamos la demostracién con la prueba del apartado b), A tiene
multiplicidad geométrica y algebraica uno.

Comenzamos con la multiplicidad geométrica. Para verificar que es
uno debemos ver que cualesquiera dos autovectores asociados a A son
linealmente dependientes.

Tomemos un vector w no nulo y real tal que Aw = Aw; es decir, w es
un autovector asociado a A. Comprobemos entonces que w y v son lineal-

mente dependientes. Procedamos por reduccién al absurdo. Supongamos
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que v y w son linealmente independientes, entonces existe « € R tal que
(v — aw) es un vector no nulo y no negativo, que tiene al menos una com-
ponente nula. En efecto, si w tiene alguna componente positiva podemos
tomar « :min{;—"j :w; > 0}, en otro caso tomamos & = méx{% tw; < 0}
Pero observamos que (v — aw) es un autovector de A asociado a A, ya

que
A(v —aw) = Av — 0 Aw = Av — aAw = A(v — aw),

y como los vectores no negativos asociados a A son estrictamente posi-
tivos®} llegamos a un absurdo, puesto que (v — aw) tenia al menos una
componente nula. Podemos proceder de la misma forma si consideramos
w complejo. En este caso, separamos la parte real y la parte compleja y
seguimos el procedimiento anterior, obteniendo que tanto la parte real
como la parte compleja son un multiplo complejo de v, con lo cual w es
un multiplo complejo de v. Asi acabamos de probar que A tiene multipli-
cidad geométrica uno.

Veamos ahora que A tiene multiplicidad algebraica uno (A es simple);
es decir, tenemos que ver que es una raiz simple del polinomio caracte-

ristico de A.

5En la demostracién del Lema 2 se vié que si A es una matriz irreducible e y > 0,
con alguna coordenada nula, el vector (I + A)y tiene menos coordenadas nulas que
y. Entonces si x > 0,x # 0, es un autovector de la matriz irreducible A asociado al
autovalor A con alguna coordenada nula se tiene que

(I+A)x=(1+A)x,

luego (I 4+ A)x y x tienen el mismo ntimero de coordenadas nulas, lo que no es posible
y, por tanto, x > 0.
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Si A(B) = det(BI, — A), basta comprobar que A’(A) # 0. Aplicando el

Lema 3 y usando la identidad %( Bly — A)ij = 6;j tenemos

N(B) = s (det(Bly — A)) = Ljy det((Bln — A)(il)) = tr(adj(Bln — A)),

donde tr denota la traza de una matriz y adj su matriz adjunta. De este

modo
A'(A) = tr(adj(AL, — A)). (3-3)

Denotamos ahora B(A) = (adj(Al, — A))T = adj(AI, — AT). Usando
que el producto de una matriz por la traspuesta de su adjunta es la matriz

identidad por el determinante de la matrizﬁ
(AL, — A)B(A) = Lydet(AL, — A) =0, (3-4)

ya que A es raiz del polinomio caracteristico.

Ademas acabamos de ver que A tiene multiplicidad geométrica uno,
de este modo el rango de la matriz A, — A es n — 1, de forma que
B(A) # 0. Supongamos ahora que la columna j-ésima de la matriz B(A)

es diferente de cero. Entonces aplicando

(AL, — A)B(A)W) =0 <« AB(A)U) = AB(A)1),

Lo que se deduce de la expresién inversa de una matriz, que dice

ATl = gy (adjA)T.
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lo que significa que B(A)U) es un autovector asociado al autovalor A
y B(A)U) es un mdiltiplo escalar del vector v > 0. Asi B(A)/) > 0 o
B(A)U) < 0. Esto significa que toda columna de B(A) es estrictamente
positiva, estrictamente negativa o cero y al menos una de ellas es distinta
de cero.

Ahora aplicando el mismo razonamiento a (B(A))T = adj(AL, — A)
tenemos que las columnas de (B(A))”, que son las filas de B(A), son
estrictamente positivas, estrictamente negativas o cero y con al menos

una de ellas distinta de cero. De esta forma es f4cil ver que
B(A) >00B(A) <0,

luego por [3.3]
AN'(A) = tr(B(A)) # 0.

Con lo que queda probado que A es simple; es decir, que tiene multi-
plicidad algebraica uno.

Concluimos la demostracion del apartado i) del teorema con la prue-
ba de c), viendo que cualquier autovector w > 0 no nulo es multiplo de
v. Para ello nos vamos a apoyar en el hecho de que la multiplicidad geo-
métrica del autovalor maximo A es uno, como hemos visto en el punto
b).

Suponemos Aw = pw para un cierto vector w # 0 no nulo. Multiplica-

T

mos a izquierda por v°, con v el autovector positivo asociado al autovalor

A > 0, y tendremos
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wolw = v’ Aw = AoTw

y, puesto que v w > 0 (ya que w # 0y v > 0), obtenemos que u = A.
De esta forma tenemos que w es un autovector de A asociado a A y co-
mo acabamos de ver que A tiene multiplicidad geométrica uno, entonces
podemos concluir que w es un multiplo escalar de v, con lo que queda
probado c).

O

Planteemos un lema necesario para la demostraciéon del apartado ii) del

teorema:

Lema 4 Si una matriz compleja C de orden nxn estd dominada por una matriz
irreducible A > 0(|C| < A) cuyo mdximo autovalor es r, entonces para cada

autovalor s de C tenemos
Is| <.
Ademds la igualdad |s| = r se cumple si y sélo si
C=¢%DAD™!,
donde s = re'? y |D| = I,.

Demostracion. Sea Cy = sy para algtin autovalor s con y # 0. Tomamos el

vector |y| y aplicando la desigualdad triangular obtenemos

i1 leiillyil = Xiq leijyil = 125 ciyjl = [syil = Isllyil,
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lo que quiere decir |C||y| > |s||y|.- Ahora bien, como A > |C| deducimos

que

Alyl = [Cllyl = Isl[y- (3-5)

Sea ahora z el autovector correspondiente al autovalor maximo de AT,

que existe por la parte i) del Teorema de Perron-Frobenius, entonces de

3.5/ se tiene
rz' |yl = (AT2) |y = 2" Aly| = 2" [sllyl = Is[z"[y], (36)

con lo que obtenemos |s| < r, por ser z'|y| > 0.

Probemos la afirmacién sobre la igualdad. Sea C = ¢ ?DAD™! con
|D| = I,. Entonces las matrices C y ¢/¥ A son semejante con lo cual si r
es el autovalor maximo de A, re'? lo es de ¢!? A y, por consiguiente, de C.
De este modo obtenemos que |s| = 7.

Probemos ahora la implicacién en el otro sentido. Supongamos s =
re'?; es decir, |s| = r. Este hecho implica que la desigualdad en se

convierte en una igualdad, con lo que
Aly| = |slly| = rly|
Yy, por

Alyl = [Cllyl = rlyl = (A= CDly| = 0.

7Sean A, B € R™", A y B son matrices semejantes <= 3P € R™" inversible tal que
B=DP1AP
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Definimos

— dq Y1 Y2 Yn
D = diag (1, 1ty Tyl )7

G=e¢ D ICD.

Teniendo en cuenta que D|y| = y,Cy = sy y s = re'? obtenemos

CDly| = Cy = sy = sD|y| = re"’D]y|.

De este modo

Gly| = e ?D™'CDly| = e'*D~'re'?Dly| = rly| Alyl.

Si tomamos valores absolutos en [3.7]

|G| = |e”"*D~'CD| = I,|C|I, = |C|,

30

(37)

(3-8)

y como |C| = A tenemos |G| = A. Por lo tanto |G|ly| = Aly| = Gly|,

donde hemos usado Asi

Y1 (18] — &ij)lyil =0,

y como |y;| > 0, entonces

18ijl — &ij =0
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De esta forma G = |G| = A, con lo cual A = e *?D~1CD o, lo que es lo

mismo C = ¢ ?DAD 1 O

Demostracion del apartado ii) del Teorema de Perron-Frobenius. Sean r el au-
tovalor positivo de médulo maximo de A 'y Aj = re'?i ,j=12,...,k losk
autovalores de médulo maximo. Si aplicamos ahora el Lema 4 con C = A

y s = A; tenemos
A=e"D;AD; 1, j=1,2,... .k, (3-9)

con lo cual A y ¢'%/ A son matrices semejantes. Por este motivo, como 7 es
un autovalor simple de A, entonces e'?/r es un autovalor simple de ¢'¥/ A
y por semejanza también de A.

Asi aplicando dos veces [3.9| podemos obtener la siguiente igualdad,
A = 7Dy(¢¥ID;AD; 1D, = 9179 (DyD;) A(DyD;) 1.

De este modo A y e!9179i) A son semejantes para cualesquiera [ y j.
Con lo cual r¢/(?779i) es un autovalor de ¢/(?+?) A y por semejanza de
matrices también de A.

Ahora bien, como A sélo tiene k autovalores simples de médulo 7 (re'?i
paraj=1,2,...,k) entonces re!(?1+9)) tiene que ser uno de estos autova-

lores; es decir

Pt — pigm paraalginm € 1,...,k (3.10)
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Por hemos probado que el conjunto G = el el%2 . ¢l% es cerrado
por multiplicacién. Veamos ahora que tiene elemento neutro y que cada
elemento de G tiene inverso.

Comprobemos primero que 1 € G. Denotamos ahora z; := ¢/?i . Para
z; € G, consideramos el conjunto {z! : n € N}; puesto que G es cerrado

por multiplicacion existirdn 17 y n con ny > ny tal que z;' = z/? y se

ny—np

deduce que z; = 1. En efecto, supongamos que no se cumple, asi

ny—nz

Zi

. . n
# 1y entonces multiplicando por z;* tenemos
np mny—ny 12 m 12
z;%z; #z? = z;' #2z7,

lo que es absurdo. Asi, como z;' "2 € G entonces 1 € G.
Probemos ahora que cada elemento de G tiene elemento inverso. Sea

z; € G entonces
ziG = {ziz1,...,zizvy = {z1,..., 2z} = G.

Puesto que 1 € G, existe j tal que z;z; = 1; es decir, z; = Zi_l € G. De este
modo G es un grupo multiplicativo de orden k y, por tanto, z¥ = 1. En

efecto
ziG =G = {ziz1,...,ziz } = {z1,-- ., 2},
con lo cual

k _ k _
ZiZ1.. .2k =21... 2k > z; = L.
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De esta forma podemos concluir que G es el conjunto de raices de x* —
1 = 0 y asi los k autovalores de médulo maximo (A;) son raices de la
ecuacién x* — AF = 0, concluyendo de este modo la prueba de ii) y del

teorema.



Capitulo 4
El modelo PageRank

Supongamos que se realiza una consulta y que, tras el proceso de bus-
queda en las bases de datos, hemos determinado que unas cien paginas
contienen informacion que puede resultar relevante al usuario. Una vez
censadas todas las paginas de la web, mediante la teoria de grafos, se
modeliza la situacién ordenando cada una de las paginas a las que refe-
riremos p; con 1 < i < n segiin su importancia x;. Para esto tltimo sélo
se tendran en cuenta los enlaces entre las paginas.

Luego de armado el grafo conviene trabajar con su matriz de inci-
dencia (M) que sera una matriz cuadrada de dimensién nxn donde n
es la cantidad de nodos, las filas y columnas corresponden a las pédginas
p1,--.,Pn Yy sus entradas son ceros y unos. Pondremos un uno en el lu-
gar (i;j) si hay un enlace desde p; hasta p; o cero en caso contrario (ver

ejemplos 2 y 3 del capitulo 2).

34
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Trabajaremos con la transpuesta de la matriz del grafo que hemos
considerado y que por simplicidad seguiremos llamando M. Con lo que
dicha matriz tendrd un 1 en la entrada m;; si hay un enlace de la pagina
p;j a la pdgina p; y un 0 en caso contrario. La idea mas intuitiva es que
cuanto més enlaces haya a una pagina ésta serd mas importante.

Observemos que la suma de las entradas correspondientes a la fila p;
coincide con el niimero de enlaces que hay a esa pagina mientras que la
suma de los registros de una columna coincide con el nimero de enlaces
que tiene la pédgina p; a los distintos sitios de la red. Veamos con un

ejemplo como quedaria la matriz descripta para una web como la de la

figura
00010
10100
M=1010 00
00101
11000

En realidad no vamos a utilizar exactamente esta matriz sino M* que
consiste en dividir a cada término de la columna i por el nimero de unos

que haya en dicha columna; es decir

donde m;; = 1 si hay un enlace de la pagina p; a la pagina p; y N; repre-

senta la cantidad de unos de la columna ;.
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Asfi la matriz M* del ejemplo anterior resulta ser

0 0 0 1
1/2 0 1/2

o o O

M*

0 0 1/2

0
0o 1/2 0 O
0
1/2 1/2 0 0

Observando M* podemos notar que cada entrada es un namero entre
0y 1y que cada columna suma 1, es decir M* es una matriz estocdstica.

Volvamos a nuestra idea intuitiva de pensar que una pagina serd mds
importante cuanto més enlaces tenga.

Aqui nos encontramos con un primer problema porque uno podria
crear varias paginas que tengan enlaces a una péagina web determinada
aumentando asi su importancia o podria haber paginas poco citadas pero
desde sitios muy “importantes” que no aparecerian entre las mas des-
tacadas. Para evitar esto, se plantea una modificacién y en vez de darle
importancia a la cantidad de citas que tiene una pagina dada se tendra
en cuenta también si es citada por paginas importantes. Visualicemos esta
situacién con un ejemplo; supongamos que tenemos dos paginas web que
tratan sobre didéctica de la matematica, cada una con un enlace hacia ella,
una referenciada desde www.rdm.penseesauvage.com (Recherches en Di-
dactique Des Mathématiques) y otra desde www.mipagina.com. Ambas

péginas tendrian la misma valoracién pero sin embargo la primera debe-
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ria tener mds importancia.

Asi surge la idea que consiste en decidir que la importancia x; de cada
pégina p; es directamente proporcional a la suma de las importancias de
las paginas que enlazan con ella.

De este modo, para la web del ejemplo de la figura 2.4/ tendriamos que

las importancias seguirian las siguientes relaciones

X, = axy
xp = a(xg+ x3)
X3 = axy

xg = a(xz+ xs)
x5 = a(x1+x2)

donde « es una cierta constante de proporcionalidad que influye en el
valor de importancia de las paginas y x1, ..., x5 son las soluciones de un
sistema de ecuaciones.

Escribamos el sistema anterior en su forma matricial:

X1 0 00T1PO0 X1
Xo 1 0100 Xo
x3]=«]0 1000 X3
X4 00101 X4
X5 11000 X5

Si llamamos x al vector de importancia de las paginas weby A aa™1,

tenemos que resolver la ecuaciéon
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M*x = Ax

para encontrar la solucién del sistema. Por lo tanto, el vector de impor-
tancia buscado es un autovector de la matriz M*.

El Teorema de Perron - Frobenius visto en el capitulo 3 nos asegura la
existencia del vector buscado. Necesitamos, entonces, comprobar que se
cumplen sus dos hipétesis para poder aplicarlo.

La matriz M* es no negativa por construccién, con lo que cumple con
la primer hipétesis del teorema. Enfoquémosnos ahora en comprobar si
es una matriz irreducible. Para esto deberemos analizar diferentes situa-
ciones.

Se puede comprobar que la primer matriz de esta seccién es irreduci-
ble pero nos escontrdbamos en una situacion ideal. Vamos a mostrar, en

lo que sigue, casos donde la matriz no es irreducible.

» Paginas no enlazadas: Consideremos una Web formada por cuatro
pédginas de las cuales una de ellas no tenga enlaces saliente ni en-

trantes como la que describe la figura de abajo.

V.

Figura 4.1: Web con una pagina no enlazada.

4
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La matriz asociada a este ejemplo es

0 0 1/2

10 1/2
M*

Dicha matriz es reducible por tener una fila (e incluso una columna)

de ceros.

Debido a que este tipo de paginas (sin enlaces de entrada ni salida)

no revisten interés en el modelo, no serdan consideradas.

» Paginas web sin enlaces salientes: Esta situacion es mds habitual que

se dé. Veamos un ejemplo ilustrativo.

%

Figura 4.2: Pagina web sin enlace saliente.

<N

Su matriz asociada es
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0 1/3 1/2

1/2 0 1/2
M*

0
0
1/2 1/3 0 0
0 1/3 0 0

que al tener una columna de ceros no admite inversa.

En la realidad esta situacién tampoco nos interesa porque si nos en-
contramos con una pagina sin enlace saliente lo que hacemos es ir a
cualquier otra pdgina de la red. Para transladarlo a nuestro modelo
vamos a considerar que si nos encontramos con una pagina con es-
ta caracteristica, podremos desplazarnos a cualquier otra pagina de
la red con la misma probabilidad. Para representar este hecho con
matrices, sustituiremos la columna de ceros por una columna en la
que cada elemento es 1/n, donde n es el niimero de nodos de la

red, obteniendo la siguiente matriz:
M = M* + vdT

donde v € R™1 es el vector de probabilidad v = %(1;...;1)T y
dl € R1*" ge defined; =1si N; =0 y d; = 0 en otro caso, siendo i

la columna con sus entradas nulas.

» Caso reducible: Nos puede pasar que navegando en la Web nos
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encontremos con la siguiente situaciéon

Figura 4.3: Caso reducible.

La matriz que obtendremos es

0 1/2 0 0
1/3 0 1/2

@)

M*

1/3 0 0 1
1/3 1/2 1/2 0

M* es una matriz reducible (las dos primeras filas sumadas dan la

cuarta fila).

Los disefiadores del modelo la modificaron creando una matriz irre-

ducible M” de la forma
M" = aM* + (1 — a)vel,

donde « es un valor comprendido entre 0 y 1} e € R™! con el =

1Al pardmetro « se lo denomina damping (amortiguacién) y se suele tomar « = 0, 85,
que fue el valor asignado por Brin y Page. Este pardmetro es objeto de estudio constante
con el fin de mejorar el rendimiento del algoritmo.
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(1,...,1) y v un vector de probabilidad que se suele tomar como en

el caso anterior v = %e.

De este modo se consiguié una matriz irreducible para todos los
casos a costa de hacerla densa El término (1 — a)ve’ se puede con-
siderar como la probabilidad de que un usuario se canse de navegar

siguiendo los enlaces y salte a una pégina cualquiera.

Al construir la matriz de forma tal que sea siempre irreducible, po-
demos aplicar el Teorema de Perron-Frobenius que nos asegura la
existencia del vector de ordenacién buscado. Pero como la demos-
tracion del teorema no es constructiva no podremos encontrarlo me-
diante el mismo, por lo cual habrd que recurrir a otros métodos
para hallarlo. Otro obstaculo serfa encontrar todos los autovectores
asociados a la matriz (que resulta ser enorme) para quedarnos con

aquel asociado al del autovalor maximo.

Para esto Google utiliza el método de las potencias que describiremos

en la siguiente seccién.

2A esta matriz se la denomina matriz de Google y podemos ver que es una matriz
irreducible y estocastica lo que es fundamental al calcular el vector de importancias.
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4.1. Calculo del vector Page Rank

Supongamos que M es diagonalizable, entonces los autovectores de
la matriz M forman una base de R"}l Ordenamos los autovectores de M
de la forma {v4,...,v,} de manera que los autovalores correspondientes

estén ordenados como sigue
M 2[ A2 [Z|As = = A |

Tomamos un vector v > 0 de R" que puede escriirse como una combina-
cién lineal de los autovectores v; con 1 < i < n ya que éstos forman una
base

U =001+ U+ -+ €Uy,

donde los valores ¢; son las coordenadas del vector v en la base consi-
derada. No necesitaremos calcular explicitamente las coordenadas, sino
que bastard con saber que existen. Multiplicamos a v por la matriz M a

izquierda
Mv = M(c1v1 + vy + - -+ + ¢qvy) = c1 Moy + oMoy + - - - + ¢, Moy,

y como los vectores {v1,...,v4} son autovectores de la matriz M obtene-
mos

Mv = c1Av1 4+ oA + - - - + Ay Uy

3En caso de que la matriz no sea diagonalizable se procede de modo andlogo pero
considerando una base de R” obtenida mediante la descomposicién asegurada por el
Teorema de Cayley - Hamilton.
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Observar que s6lo es necesario calcular la parte de la izquiera de la igual-
dad y saber que la parte de la derecha existe. Repetimos la operacién una

vez mas:
M(Mv) = M?v = M(c1A101 4+ coApvg + - - - + Curyvy) =

= A Moy + oA Moy + - - - + cyAy Moy, =
= MM+ A A on =
= clA%vl + -4 an%vn.

Continuamos multiplicando el vector v por la matriz M hasta obtener:
Mry = cl)\’{vl + -4 cn/\’,;vn.

Supongamos que c; # 0. Dividiendo a ambos lados por la k-ésima poten-

cia del autovalor de médulo maximo entonces

A—;{Mkv =101 + Cz()\—j)kvz +oeee C”(A_T)kv"'

Pero como A; es el autovalor de médulo maximo | /}\\—i k< 1Vi=2,...,n
y de esta forma

k

1 — 00
FM"U —  C171.
1

De esta manera, al multiplicar reiteradamente por la matriz M vamos
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determinando, cada vez con mayor precision, el vector buscado, con una
velocidad que depende del cociente entre los dos primeros autovalores.
El método descripto es conocido como Método de las potencias. Exis-
ten diferentes variantes que permiten un cdlculo mas eficiente del vector
buscado, como los métodos de la potencia con extrapolacién, el método
adaptativo, el algoritmo del tipo Arnoldi, el método de agregacién/des-
gregacion, el método de la potencia particionado y en paralelo, el método
PageRank asincrénico, métodos iterativos para la resolucion de sistemas

lineales.
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Otras aplicaciones del algoritmo

PageRank

El algoritmo PageRank es ahora marca registrada de Google y esta
patentado en los Estados Unidos. Debido a temas legales, la patente es-
ta asignada a la Universidad de Stanford y no a Google. Sin embargo, la
compafiia de internet tiene derechos exclusivos sobre esa patente y Stand-
ford recibié 1.800.000 acciones de Google por permitirle el uso exclusivo
de la patente.

PageRank fue utilizado por Google hasta muy recientemente. En febre-
ro de 2011 la compafifa comenzé a hacer pruebas de un nuevo algortmo
de busqueda bautizado "Google Panda", que esencialmente tiene la ca-
pacidad de modificar la importancia de secciones enteras de la lista, y

no solamente paginas individuales. Google Panda reemplazé definitiva-

46
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mente a PageRank en abril de 2011, y continta liderando el mercado de
buscadores de internet hasta el dia de hoy.
Una versiéon modificada del PageRank [6] fue propuesta como alternativa
al polémico factor de impacto [f] elaborado por ISI (Institute for Scienti-
fic Information). Una implementacion del mismo se puede encontrar en
http:/ /www.eigenfactor.org.
También se ha usado para predecir concentraciones humanas en calles o
plazas [12], en andlisis de redes de proteinas [11] o para la modelizacién
de sistemas evolutivos [1] aplicando el algoritmo para el estudio de las
extinciones de especies, en el que la importancia de las mismas se basa
en el soporte vital que ofrecen para la supervivencia de otras especies.
Otra aplicacién muy interesante y actual (2018 - afio de mundial) es
el uso de los datos de los mundiales de fatbol para establecer el ranking
de los mejores equipos de la historia. Una clasificacién como la de la FI-
FA pero basdndose en una adaptaciéon del PageRank [22]. En este caso la
“importancia” se brinda segtn los partidos jugados por cada seleccién de
tatbol en todas sus participaciones en los torneos de la copa del mundo
desde 1930. Se le da valor, asimismo, al niimero de partidos ganados, a
los goles conseguidos y a los resultados frente a equipos “grandes” (Ar-
gentina, Alemania, Brasil, Italia, que a pesar de ser un gran equipo, segtin

el ranking, este afio no lo veremos en Rusia 2018, etc.) que serian como

'El FI (factor de impacto) es uno de los indicadores bibliométricos mas utilizados
que determinan anualmente la asignacién de millones de euros en proyectos de investi-
gacioén, promociones académicas, incentivos, etc.
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los “sitios web populares” en el PageRank original. Luego se operan los
valores de enfrentamientos para cuantificar la “importancia relativa” de
cada seleccion de futbol y establecer el respectivo ranking. Adicionalmen-
te, son comparados los resultados con los del ranking histérico de la FIFA
y se encuentra una alta correlaciéon entre ambos listados.

A mediados del siglo pasado, se usaba un algoritmo similar para los
estudios relacionados con la sociometria. En esa época, este algoritmo ser-
via para calcular el estatus de un individuo en la sociedad. Mds adelante,
la Washington State Universityf’] se percat6 de que este algoritmo podia
ser también de gran utilidad para encontrar moléculas de agua entre pro-
ductos quimicos venenosos.

En lo que respecta a salud, podemos mencionar que investigadores de
la Universidad de Dresde (Alemania), con una modificacién del algorit-
mo, han descubierto 7 moléculas que dan pistas muy interesantes para
la gravedad de un tumor de céancer de pancreas. El nombre con que bau-
tizaron el algoritmo ha sido NetRank. El mismo combina mediciones de
expresion génica con una red de relaciones conocidas entre los productos
de los genes. El lider de la investigacion Christof Winter lo explica de la
siguiente manera:

“Mientras que el PageRank usa la informacién de enlace entre los do-
cumentos web para decidir cuales son mas relevantes, el NetRank utiliza

la informacién de interaccién biolégica entre los productos de los genes

2Universidad Estatal de Washington
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para decidir cudles son més importantes a la hora de predecir los resul-
tados”.

Hasta el momento de la presente investigacion el estudio ha sido ex-
perimentado con 30 pacientes, identificando 7 moléculas para determinar
la gravedad del tumor, y asi saber la intensidad de la quimioterapia que
se debe aplicar al paciente [18].

Este método puede ayudar a los médico a decidir si un paciente debe
recibir quimioterapia o no. La predicciéon confiable de la supervivencia y
la respuesta a la terapia basada en marcadores moleculares tiene un gran
potencial para mejorar y personalizar las terapias de los pacientes en el
futuro.

Un dltimo ejemplo que vamos a mencionar, y como podemos ver e
imaginar, existen muchisimas mds, es quizds la aplicacién més sorpren-
dente, ademads de ser la aplicaciéon préactica mds antigua que se conoce y
se debe a un economista, Wassily Leontief, por aquel entonces profesor de
Harvard, quien desarrollé el modelo Input-Output —que mide los flujos
de factores intermedios entre sectores- tratando la economia como una
red (en su representaciéon matricial). El objetivo de Leontief era identifi-
car qué sectores econdmicos constituian un “cuello de botella” al requerir
demasiados factores productivos cuando la demanda de su producto au-
mentaba, para lo cual recurri6 a una versién primitiva del PageRank de
Google. Finalmente, Leontief recibi6é el Premio Nobel de Economia de

1971 por su conocido modelo.



Capitulo 6
Apéndice

6.1. Matrices

Si A es cualquier matriz mxn, entonces la transpuesta de A, denotada
por AT, se define como la matriz nxm que se obtiene al intercambiar
las filas y las columnas de A; es decir, la primer columna de AT es la
primer fila de A, la segunda columna de AT es la segunda fila de A, y asf
sucesivamente.

Observar no sélo que las columnas de AT son las filas de A, sino que
las filas de AT son las columnas de A. Asf, el elemento en la fila i y la
columna j de AT es el elemento de la fila j y la columna de i de A, es

decir, (AT)ij = (A)]l

Definicién 6.1 Dada una matriz cuadrada A de tamaiio nxn, un vector no nulo

x € R" (0 C") y un mimero A € R (0 C), el vector x se dice vector propio o

50
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autovector de A con valor propio o autovalor asociado A si y sélo si se verifica

Axt = At

6.2. Multiplicidad de un Autovalor

A es autovalor de A <= det(A —AI) =0

Es decir que los autovalores son las raices del polinomio caracteristico.
La multiplicidad algebraica de un autovalor A es su multiplicidad como
raiz del polinomio caracteristico p(A).

La multiplicidad geométrica de un autovalor A es la dimensién del

autoespacio asociado.

6.3. Matriz Estocastica

Definicién 6.2 Sea P una matriz cuadrada de nxn. Llamaremos a P matriz

estocdstica si:
w Todas sus entradas son no negativas, p;; > 0Vi,j,0 <1i,j < n.

» La suma de sus coeficientes en cada fila vale 1, es decir si

P es doblemente estocdstica si ademds la suma de sus coeficientes en cada

columna también vale 1, o sea
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n
(V]Zl,,n)zpl]:1
i=1

6.4. Matriz de permutacion

Definicién 6.3 Una permutacion del conjunto {1, ...,n} es una funcién biyec-
tiva de este conjunto sobre si mismo. El conjunto de todas las permutaciones del
conjunto {1,...,n} se denota por S,. En otras palabras, la notacion ¢ € S,

significa que ¢ es una permutacion del conjunto {1,...,n}.

Ejemplo 4 La funcién ¢ : {1,2,3,4,5} — {1,2,3,4,5} definida mediante la
regla (1) = 3,¢(2) =1,¢(3) =5,¢(4) = 4, (5) = 2, es una permutacion
del conjunto {1,2,3,4,5}, esto es, ¢ € Ss. La regla de correspondencia anterior

se escribe de manera mds breve:

12345
12345
=11 1L L L= =(3,1,54.2).
31542
315 42

Definicién 6.4 Sea ¢ € Sy, la Matriz de Permutacion Py se define mediante la

férmula:
Py = (89 j)1<ij<n

Es decir, en la i-ésima fila de la matriz P, la ¢(i)-ésima entrada es 1y

todas las demaés son 0.
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Observacion: La i-ésima fila de la matriz P, es igual a la ¢(i)-ésima fila
de la matriz identidad. Por lo tanto, la matriz P, se obtiene de la matriz

identidad al intercambiar el orden de filas.

Ejemplo 5 A la permutacion ¢ del ejemplo anterior se le asocia la matriz

o o O
e}

Py =P31542 =

o o o O

o o O
o o o O

1 00

Notar que entre las entradas (Py)y,; de la primer fila de Py la iinica con entrada
igual a 1 es (Py)13 con j = 3 = ¢(1), y las demds entradas de esta fila son

nulas. Usando la delta de Kronecker podemos escribir

(Pp)1j = dy1),-

Las entradas de las otras filas también se expresan a través de la delta de Kronec-

ker.

6.5. Matrices no negativas o positivas

Una matriz A = (a;;) € R™" se dice no negativa si todos sus elementos
son mayores o iguales a 0 y se nota A > 0. Si todos los elementos de A

son positivos, la matriz se dice positiva y su notaciéon es A > 0. Notese
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que A >0y A # 0 no implican A > 0.
Si m o n son iguales a 1, hablaremos de vectores no negativos, respectiva-
mente positivos y lo notaremos v > 0 y v > 0 respectivamente. Para una

informacién mas detallada ver en [10].

SACAR LO QUE SIGUE

Definicién 6.5 Sea A = (a;;) € C"™™", se llama digrafo asociado a la matriz A
al digrafo D(A) = (V, E,a) cuyo conjunto de vérticeses V.= {1,2,...,n} y con

arcos (i,]) € E siempre que a;; 7 0y de peso a;; .

0 00 2

3020
Ejemplo 6 Si A = entonces su digrafo D(A) viene dado por la

0 001

0450
Figura [6.1}

Figura 6.1: Digrafo

Sea ¢ una permutacién de {1,..,n}. Sea M(c) = (6;4(j)) la matriz
asociada a la permutacién ¢, donde ¢;; son las deltas de Kronecker; M(c)

es una matriz de ceros y unos con un solo 1 en cada fila y columna; es
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decir, M(c) es una matriz de permutacion. Si permutamos las columnas
de A = (a;;) de acuerdo con la permutacién ¢ y después permutamos las
filas de la matriz resultante de la misma manera, obtenemos una matriz
B = (bj;), cuyos elementos b;; vienen dados en funcion de los elementos
de A por la expresion bij = ag(i),0(j)-

Ademas,

B = M(c)TAM(0).
También nos interesa sefialar que los digrafos asociados a las matrices

Ay B son isomorfos; siendo el isomorfismo precisamente la permutacion

c:{1,2,..,n} —{1,2,..,n}.

Ejemplo 7 Sea la matriz

00(113
A=10 0 0|,

az azp 0

su digrafo asociado aparece en la parte (a) de la Figura 7. Si consideramos la

permutacion

1 2 3
2 31



CAPITULO 6. APENDICE 56

de {1,2,3}, se tiene que

B = M(0)TAM(0) =

010 0 0 a 0 01 0O 0 O
0 01 0 0 0 1 00]=1]azx O asq
1 00 as1 asp 0 010 0 ai13 0

El digrafo de B aparece en la parte (b) de la Figura 7.

La matriz A € C"™" llama reducible si existe una matriz de permuta-

cion P de orden 7 tal que
A A
PTAP = ,

donde A1 y Az de 6rdenes menores que n'y > 1, cuando n > 2; o
sin =1y A = (0). Si no existe P entonces A es irreducible. Otra
definicién equivalente de matriz reducible es la siguiente. Si el conjun-
to {1,2,...,n} puede ser partido en dos subconjuntos complementarios
no vacios {i, ...,iu} y {ji, - jv}, ( +v = n), tales que a;;, = 0 (a =

L...,v;B=1,...,v), se dice que la matriz A = (a;;) € C"™" es reducible.
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6.6. Homeomorfismo

Definiciéon 6.6 Sean X e Y espacios topoldgicos, y f una funcion de X a Y;

entonces, f es un homeomorfismo si se cumple que:
= fes una biyeccion
» fes continua

» Lainversa de f es continua

Sif:X — Y es un homeomorfismo, X se dice homeomorfo a Y. Si
dos espacios son homeomorfos entonces tienen exactamente las mismas

propiedades topoldgicas.
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