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Resumen

El siguiente trabajo propone analizar, en la primera etapa, en forma
analitica, cualitativa y numeérica ecuaciones diferenciales de
segundo orden lineales y no lineales ordinarias que modelan, en
forma muy simplificada, el movimiento oscilatorio de un puente
colgante.

Este trabajo se baso principalmente en los trabajos realizados por
los matematicos Glover, Lazer y McKenna' a fines del siglo pasado
explicando el colapso del puente de Tacoma Narrows en
Washington en Julio de 1940. Este desastre fue motivo de muchas
investigaciones que desvelaron a los cientificos durante casi 60
afos sobre la causa del colapso. Durante este tiempo, muchos
concluyeron que la caida del puente se debi6 a la resonancia.

Como toda estructura flexible sufre vibraciones en un rango de
frecuencia determinada y para que se produzca la resonancia debe
haber un coincidencia exacta entre la frecuencia natural del puente
y la frecuencia del forzamiento que sufrié la estructura mediante el
efecto del viento, que en horas previas al derrumbe no superaban
los 65 Km. por hora.

El objetivo principal de la primera parte del trabajo es estudiar estas
ecuaciones diferenciales ordinarias, lineales y no lineales, siguiendo
el procedimiento que estos matematicos publicaron en sus trabajos,
no solo en cuanto a su deduccion sino también en utilizar un
método numérico (por ejemplo Runge-Kutta) para estudiar el
comportamiento de las soluciones para distintos valores de los
parametros involucrados.

Algunos datos (pardmetros) son obtenidos del puente de Tacoma
que se derrumbo y de las condiciones del viento en ese momento, y
bajo que valores o rango de los mismos, la resonancia podria haber
sido la causante del colapso (los estudios actuales ya no consideran
esto) o los efectos del viento con movimientos torsionales de gran
magnitud. Algunos de estos parametros son medibles a través de
las filmaciones de la época. Este tipo de movimiento se explica
dentro del contexto de la aerodindmica llamado flameo o flutter.
Este fendmeno se explicara brevemente en el capitulo 5.

En la segunda etapa del trabajo se analiza parametros medibles a
través de las filmaciones, como frecuencia, amplitud, periodo. Esto
nos permitira realizar un comentario sobre los momentos finales del
puente.

! Estos matematicos contemporaneos fueron los primeros en abordar en forma matematica el
problema y explicar las causas del colapso.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1 Breve descripcion de un puente colgante

El puente colgante méas elemental es el puente catenaria® donde los
cables principales se anclan en las torres. En los puentes de
grandes luces para evitar la flexion de las torres se prolongan los
cables al otro lado de las mismas para bajarlos a tierra y anclarlos
en contrapesos o en el propio tablero. El nexo entre las catenarias y
el tablero son cables denominados péndolas.

Una virtud de este tipo de estructura y quizas también su defecto
es la ligereza. Debido a esto son faciles de montar, pero son
vulnerables ante la accién de la naturaleza, sobre todo vientos,
terremotos por lo que son proclives a presentar oscilaciones
laterales®, longitudinales y torsionales.

En los grandes puentes se obliga a darle rigidez al tablero, aunque
este concepto no es muy claro, esto significa agregar vigas
trianguladas en sus laterales con el objeto de evitar torsiones o
disefiarlos de formas aerodindmicas llamadas cajon cerrado que
resiste el efecto del viento y minimiza su efecto.

1.2 Presentacion del problema

El modelo fisico mas sencillo de una estructura vibrante es una
masa suspendida de un resorte. La superficie rodamiento de un
puente cuelga de cables verticales unidos a cables regularmente
espaciados soportados por torres. Si se considera que los cables
verticales son largos resortes (Figura 1.1), es muy tentador, (desde
el punto de vista matematico y fisico, modelar las oscilaciones
verticales de la superficie como solucion de una ecuacion
diferencial lineal de segundo orden lineal homogénea. Si

2 Es una curva que adopta un hilo flexible por accién de su propio peso. Aunque la forma que
adopta el cable principal es mas bien una parabola. La diferencia entre ambas es minima

% El puente Golden Gate en San Francisco durante un viento de 96 Km/h tuvo oscilaciones
laterales de hasta 180 cm y oscilaciones verticales de 60 cm
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consideramos un efecto del viento que proporcione de alguna forma
un forzamiento periédico, el modelo es ahora una ecuacion
diferencial de segundo orden inhomogénea.

El modelo podria ser usado como una primera manera de explicar
el colapso del puente de Tacoma®, que por muchos afios se supuso
(inclusive algunos investigadores lo siguen pensando hoy en dia) se
debi6 a la resonancia [2].

Figura 1.1: La estructura modelada como resortes en tension (cables
estirados) en la figura de la derecha y sueltos en la figura de la izquierda.

A raiz del derrumbe se llego a crear comisiones para estudiar los
fendmenos que lo provocaron y se comprobd lo poco que se sabia
sobre inestabilidades en tableros frente a diferentes acciones del
tipo aerodinamicas como torbellinos, galopes transversal, galope
por estelas, flameo, bataneo[15].

Pero el problema no es tan simple, la resonancia es un fendmeno
lineal, para que ello haya ocasionado el colapso se tendria que
cumplir que la frecuencia natural de la estructura (en nuestro caso
en puente) y la frecuencia de la funcion perturbadora (en este caso
el viento) deban coincidir. Para que esto ocurra no debe haber
amortiguamiento en el sistema, una situacion que no es posible ya
que por tratarse de estructuras flexibles, debe existir un parametro®
de amortiguamiento pequefio ya establecido en este tipo de

* El puente de Tacoma, situado en Washington, fue inaugurado el 1° de Julio de 1940 después
de aproximadamente dos afios de construccién. La longitud total del puente fue 1523 metros y
la luz de la estructura (el tramo entre las dos torres) fue de 853 metros.

® Es una cantidad que no depende de la variable independiente (el tiempo en este caso) pero
gue toma diferentes valores de acuerdo a la aplicacion considerada
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estructuras. Estas hipétesis se mantuvieron durante un tiempo
prolongado (casi 60 afios), hasta que investigaciones posteriores,
casi al comienzo del siglo veintiuno, determinaron que la resonancia
no explica lo que provoco el derrumbe sino los efectos no lineales
de las rafagas de viento fuerte que azotaron en ese momento.
También comentaremos las ecuaciones diferenciales de segundo
orden no lineales que describen el movimiento torsional modelado
como una rotacion.

En la ciencia e ingenieria hoy en dia existen tres enfoques para el
estudio de las ecuaciones diferenciales: analitico, cualitativo y
numeérico. El mas usado es el numérico puesto que existen
paquetes de programacion (Matlab, Maple, Mathematica, etc) que
automatizan en gran forma el proceso para obtener soluciones
numeéricas. La intencidon es entender el sistema fisico y el
comportamiento de las soluciones. En este trabajo incluiremos en
los apéndices cddigos de las soluciones de las ecuaciones con los
tres programas mencionados.

El objetivo principal es no solo obtener las ecuaciones diferenciales
gue gobiernan en forma simplificada y primaria del movimiento
vertical (denominado en la literatura como movimiento de flexién) y
el movimiento torsional del puente(Figura 1.2), sino resolver las
ecuaciones utilizando, para la ecuacion diferencial lineal, el método
analitico conocido como coeficientes indeterminados [3], [7]. Este
método lo utilizaremos para el movimiento vertical. Para la ecuacion
diferencial no lineal, que modela el movimiento torsional, el método
a utilizar es el de Runge-Kutta. Con este método obtendremos,
ante distintos valores de los parametros que intervienen (masa,
amortiguamiento, amplitud, frecuencia de forzamiento), distintos
graficos, como posicion y variacion de la posicién con respecto al
tiempo y planos de fase. Y tal como mencionamos en la
introduccion hay valores medibles en las filmaciones® de la época,
por ejemplo, periodo, y por lo tanto frecuencia, amplitud, velocidad
angular. Esto nos brindara informacion cualitativa y cuantitativa del
comportamiento de un puente y lo relacionaremos con el de
Tacoma.

® Las filmaciones estan disponibles en You Tube[13] realizadas minutos antes del derrumbe el
7 de Noviembre de 1940, justo cuatro meses después de la inauguracion.
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NMovimiento verfical

Anguio de oscilacién torsional

Figura 1.2: Oscilacion verticales y torsionales con respecto al centro de
gravedad del ancho del puente [1].

1.3 Contenido del trabajo

En el Capitulo 2 comentaremos como una ecuacion de segundo
orden se puede escribir como sistema y a partir de ahi analizar la
geometria del mismo para distinto tipos de soluciones. En el
Capitulo 3 se explicara el método de Runge-Kutta, en principio para
una sola ecuacion y luego este método se adapta para sistemas.
Capitulo 4 comentaremos la aplicacién de la ecuacién de Euler-
Lagrange para las deducciones de las ecuaciones que se utilizaran
en las simulaciones.

Por ultimo en el Capitulo 5 presentaremos las ecuaciones variando
los pardametros que utilizaremos en el analisis cualitativo vy
numeérico. Haremos una presentacion del modelo presentado por
los matematicos Lazer, Glover y McKenna para un puente hipotético
y analizaremos las ecuaciones diferenciales, analizadas como
sistema, para distintos tipos de forzamiento, en el cual
consideraremos como aproximacion un forzamiento periddico. Si
bien el desarrollo no responde a ningun puente en particular, el
analisis cualitativo de la variacion de los parametros llega a
resultados sorprendentes dandonos la pauta de lo que pudo haber
ocurrido en el puente del estrecho de Tacoma antes del derrumbe
en noviembre de 1940.
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Para finalizar en el mismo capitulo haremos un analisis de la
informacion que nos brindan las filmaciones [13] momentos
después de la inauguraciéon y momentos previos al colapso.

Se agregaran apéndices donde figuran los codigos utilizados para
las simulaciones. También se comentaran algunos comandos muy
Gtiles para resolver ecuaciones con los programas antes
mencionados. Comentaremos algunos comandos del programa
Mathematica y emplearemos algunos programas obtenidos de la
pagina de Wolfram Research que nos permite simular en forma
simultanea para los distintos valores de los parametros.

1.4 Trabajos realizados

La gran cantidad de trabajos, desde los escritos pioneros de Von
Karman’ cuyos ensayos en t(nel de viento dieron una primera
explicacion sobre los momentos finales del puente. El trabajo de
Farghuarson® realizando mediciones en la propia estructura
momentos antes del colapso hasta Levy y Salvadori® y las
filmaciones de la época, fueron, desde entonces, consulta
obligatoria de quien investigara en el tema.

A raiz de esto surgen los estudios sobre la aeroelasticidad como
prioridad en cualquier estudio de dinamica estructural. La
aeroelasticidad estudia la interaccidén entre las deformaciones de la
estructura y las fuerzas aerodinamicas. Los analisis matematicos de
este problema fueron interesando a la comunidad ya que con el
avance de las computadoras, pudieron hacerse estudios primarios
con ecuaciones diferenciales ordinarias y en derivadas parciales de
los efectos sobre la estructura por la accion del viento. Inicialmente
se consideraba una funcién de forzamiento periodica, aunque no
sea razonable ya que es improbable que los vientos turbulentos
tengan amplitud y frecuencias constantes[3].Cabe sefalar con
respecto a esto, que lo ensayos en tunel de viento realizados por
Von Karman, explico bien la formacion de voértices, tanto en la
superficie superior como inferior del puente, generando asi una
fuerza perpendicular en direccion normal al flujo, modelado en una
primera aproximacion como una funcién sinusoidal con respecto al
tiempo.

" Von Karman, Theodore (1881-1963), Ingeniero hingaro-estadounidense que realizd
importantes aportes a la aeronautica y uno de los precursores en el estudio de fenébmenos
aeroelasticos.

8 Farghuarson,Frederick (1895-1970), Ingeniero. Fue uno de los primeros cientificos en estudiar
el derrumbe del puente de Tacoma. Lo llamativo es que realizé observaciones minutos que la
estructura se desplomara.

° Estos ingenieros son citas obligatorias de todo aquel que estudie este tipo de estructuras.
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Capitulo 2

Ecuaciones diferenciales como

sistemas: Consideraciones basicas

2.1 Introduccion

En este capitulo realizaremos algunas nociones breves (alguna
consideraciones mas detallada se pueden consultar en [2] y [3])
sobre el estudio de sistemas de ecuaciones diferenciales de primer
orden. Esta simplificada introduccion no brindara informacion
importante para trabajar con problemas que involucran sistemas no
lineales de primer orden.

Un sistema que tiene la forma

d;(_tlzgl(t,xl,xz, ....... xn )
d;(tzng(t,Xl,XZ, ....... ap)
) 2.1
%X_tnzgl(t,xl,xz, ....... xn )

A este sistema como 4.1 de n ecuaciones de primer orden se lo
conoce como sistema de primer orden.

Cada una de las funciones g1,g2,...gn es lineal en las variables
dependientes x1,x2,....xn, entonces la forma del sistema de
ecuaciones lineales de primer orden tiene la forma
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%=an(t)x1+a12(t)x2+ ....... +a, (t)xn +f1(t)

dx 2

d—t=a12(t)x1+a22(t)x2+ ....... +a, (t)xn +f2(t)

4 2.2
dxn

W=an1(t)xlg +a,(t)+.... +a,_ (t)xn +fn(t)

Los coeficientes a; y las funciones f, son continuas en un intervalo

comun. Cuando f, (t)=0 ,i=1,2,....n se dice que el sistema es lineal

homogéneo; en caso contrario se dice sistema inhomogéneo o no
homogéneo.
Esto admite escribirse también en forma matricial

x1 a,(t) a,(t) ... a, (t)\ x1 f1(t)
;j_t X2 _ a,(t) a,(t) ... a, (t)| x2 . f2(t) 23
XN a,(t) a,(t) ... a_ (t))\xn fn(t)

O simplemente como

X =Ax+F

Como gran parte de la teoria de sistemas de este tipo parte de la
teoria de ecuaciones de primer orden, si tenemos el problema de
valor inicial en un intervalo t

x1(t) g1
cit,)=| ALY 2| P2 24
xn (t) én
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donde ¢, =1,2,3,...n son constantes dadas. Entonces el problema

de valor inicial responde a la siguiente planteo siendo X =A(t)x+F(t)
la ecuacion del modelo a resolver y x(t,)=x, la condicion inicial.

2.2 Sistemas autbnomos

En los sistemas de ecuaciones donde no aparece la variable
independiente se denominan autonomos. Estos sistemas tienen la
particularidad de evolucionar con ecuaciones que dependen solo de
las variables dependientes.

Estos sistemas pueden escribirse como

T=gl(x1,x2, ....... xn )
dXZ:gZ(xl,xZ, ....... xn )
dt

) 2.5
dxn _

el (x1,X2 . xn )

También pueden escribirse como sistemas las ecuaciones
diferenciales de segundo orden que son de la forma

y"=a(y,y’) 2.6
La ecuacion 4.4 puede escribirse como un sistema auténomo

reduciendo el orden del mismo incrementando el numero de
variables dependientes con solo realizar un cambio de variable

v = dy

- . 2

dt siendo d’y =d_v 2.7
d—v—g(v ) dt? dt

dt Y
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Esto nos brinda otra manera de representar el modelo en cuestion
como veremos en el modelo de oscilacion del puente en el capitulo
5.

Otro tipo de sistema es el dinamico, aqui esta incluida la variable
tiempo (t) y cuya solucion se llama estado del sistema o respuesta
del sistema

Otra manera interesente de representar un sistema es mediante un
campo vectorial. Cuando es n=2 como en las ecuaciones 2.5 se
pueden escribir de la forma

dy
— =V(t
ot (t)

%§=gwaxyn»

2.8

Si llamamos V =(v(t),g(v(t),y(t)) , este vector del sistema 2.6
define un campo vectorial en una regién del plano yv

2.3 Algunas nociones sobre tipos de soluciones

Una solucion constante y(t0)=yO0,v(t0)=v0del sistema 2.6 se e
llama punto critico o punto estacionario. Este tipo de solucion se
llama de equilibrio y puede determinarse resolviendo el sistema de
ecuaciones del segundo miembro de 2.6

{v(t)=0
g(v(t)y(t))=0

2.9

En el caso del problema, un hipotético vano del puente esta en
equilibrio, suponiendo que ese sector de la estructura modelada
como un movimiento oscilatorio, cuando los cables que la sostienen
estan siempre bajo tension.
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Otro tipo de solucion se denomina periédica (denominada ciclo). La
estructura tiene oscilaciones con respecto a la posicion de equilibrio
bajo ciertas condiciones iniciales impuestas al sistema.

2.4 Retratos de fase

En un grafico en el plano yv que representa un punto para cada par
(yo,v0), las variables dependientes, pero no muestra explicitamente
el valor correspondiente de la variable independiente. Se pueden
dibujar varias curvas solucion dependiendo de las condiciones
iniciales y como se vera en el ultimo capitulo (ver Figura 5.5) las
solucion crece y decrece alrededor de la solucion de equilibrio.

2.5 Caracteristicas de los retratos de fase

Como dijimos anteriormente son conjuntos de trayectorias en el
plano yv que surgen de representar la solucion del sistema de
ecuaciones diferenciales 2.6. Estas soluciones dependen, si
escribimos el sistema en forma matricial, de los autovalores del
mismo*°.Los resultados determinan la naturaleza geométrica de las
soluciones (esto se puede ver con mayor detalle en [2] y [3]).
Cuando analizamos el sistema en la seccion 5.5 las soluciones
dieron raices complejas conjugadas, el comportamiento de las
soluciones en ese caso es moviéndose en espiral alrededor del
origen o alejandose de él [3].En el caso del puente, la estructura
tiende a reducir las amplitudes de las oscilaciones, entonces la
solucion en el retrato de fase se mueve en espiral hacia al origen.

 Cuando analizamos una ecuacién diferencial de segun do orden a coeficientes
constantes completa, los autovalores surgen de reso Iver directamente la ecuacion
caracteristica que responde a un polinomio cuadrati co. A partir del tipo de raices
,determino la soluciéon de la ecuacién homogénea , d enominada también de estado
transitorio en algunos casos

10
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Capitulo 3

El método de Runge-Kutta

3.1 Introduccion inicial

No siempre una ecuacion diferencial admite una solucién que se
pueda expresar en forma explicita o implicita; en muchas
situaciones de la matematica aplicada debemos conformarnos con
una aproximacion. Si encontramos una solucion, ella representa un
conjunto de puntos en un plano o en el espacio.

Hay métodos que nos permiten realizar este tipo de
aproximaciones, por ejemplo, el método de Euler pero es poco
usado en las aplicaciones debido a su escasa precision aunque Si
tenga gran importancia en la teoria por ser en algin otro método, la
base para su desarrollo [19]. Pero existe un algoritmo denominado
estdndar para la aproximacion numérica de soluciones de
ecuaciones diferenciales y sistemas. Este método se llama Runge-
Kutta en honor a dos matematicos alemanes que descubrieron este
método hace mas de un siglo.

3.2 Descripcion del algoritmo de Runge-Kutta

Cuando realizamos integracion numérica (en definitiva eso hacemos
para encontrar soluciones a las ecuaciones diferenciales) podemos
utilizar métodos como el método de trapecios, la regla de Simpson
que aproxima mediante interpolacién parabdlica. Estos permiten
obtener mejores aproximaciones para su resolucion.

Por ejemplo el método se Simpson realiza un promedio ponderado
donde se le asigna una importancia doble a los valores en los

11
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puntos medios por sobre los puntos extremos. Basicamente el
algoritmo de Runge-Kutta es similar a este método.
Para calcular el valor de y,,, a partir y, se emplean cuatro

pendientes dadas por la funcion f(t,y) definida en la ecuacién
diferencial. A esas pendientes las designamos como m,,n,,qd,,pP,.

para las cuales necesitamos variables intermedias.

Para la determinacion de las pendientes se procede segun se
detalla a continuacion:

1) La pendiente m, se calcula de la forma que el método de Euler
[19], m, =f(t,,y )(Figura 3.1)

-
”
Fd

I
i
< (A
A :
s ] i
S
o r ”{/\ ' l
] i
| Ppendiente m,
- : ——=
tk ? tk-n-f

Figura 3.1: El grafico muestra el primer paso para calcular la pendiente m,

2) Para producir la segunda pendiente n, utilizamos m, con la
diferencia que nos movemos sobre el eje hasta la mitad del

. ~ 4t - . :
intervalo t =t, +?.Como utilizamos la primera pendiente para el

punto (t~,)7k) donde y, =y, +m, %(Figura 3.2)

A pendiente n,

¥
u

P (7 .7)

|

|

!

"
——y f

1

-

f, t
Figura 3.2: El grafico muestra el primer paso para calcular la pendiente n,
Una vez determinado ese punto estamos en condiciones de

presentar el calculo de la segunda pendiente n, de la forma
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Capitulo 3: EI método de Runge-Kutta

n, =f(t,,V.)

3) Ahora par calcular q, , empleamos la pendiente n,.Ahora nos

movemos de (t,,y,) alalinea t =t, a lo largo de la pendiente
mencionada para obtener un nuevo nimero y, de manera que

~ At Vd ~
Yy, =y, +n, > Dado ese punto sobre la linea t =t, calculamos la
tercera pendiente g, con q, =f(t,V,)

¥

e

\ pendiente q,

"Q«.
[
i
1
_
|
\
i
|
-

= ¢

i
i
-
tk

Figura 3.3 : Grafico que ilustra el procedimiento para calcular ¢,

4) Para la cuarta pendiente usamos q, para producir un punto
sobre lalineat =t,,, y obtenemos y, =y, +q, 4t (Figura 3.4)

Una vez determinado el cuarto punto calculamos la p, de la
siguiente forma

p. =f (..., V)

w'\
endiente
2 i/ P
I \T\

. |
i | |
| | |
} : =
L, § t

L

Figura 3.4: Grafico con las cuatro pendientes determinadas con el algoritmo.
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Capitulo 3: EI método de Runge-Kutta

5) Al calcular las cuatro pendientes realizamos un promedio
ponderado y para finalizar el proceso. Par ello se pondera al doble

las pendientes que se determinaron con los puntos t =t con
respecto a las pendientes m, y p,, quedando

rnk +2nk +2qk +pk
6

Considerando todos los pasos realizados la expresion final queda

+2n, +2q, +

6

Al método de Euler se lo denomina de orden uno. Asi como también
un método que se deriva del mencionado, Euler modificado, se lo
llama de orden dos. El método de Runge-Kutta se lo llama de cuarto
orden. Esto se debe a que los errores introducidos en los calculos
disminuyen, si duplicamos la cantidad de pasos en el método de
Runge-Kutta, un factor 16(2°).Este nimero 16 se calcul6

realizando el cociente entre los errores de una cierta cantidad de
pasos y los errores del doble de esa cantidad de pasos.
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Capitulo 4

Obtencion de las ecuaciones para el

movimiento vertical y de rotacion

4.1 Introduccion previa: Las ecuaciones de Euler-

Lagrange

Las ecuaciones de Euler-Lagrange [12] se utilizan para describir
cualquier sistema mecanico por medio de coordenadas
generalizadas de posicion. El lagrangiano se utiliza para sistemas
conservativos™ (El rotor de un campo vectorial F actuante es igual a
cero) y es un caso particular de las ecuaciones mencionadas cuya
expresion es la siguiente

d| oT oT

ot gq | 0a, °
aq, ) %9

Siendo

q, : Coordenadas generalizadas de la posicion, que pueden ser
distancias, angulos.
qu: Velocidades generalizadas, dicho de otra forma, son las

derivadas temporales de las posiciones (angulos o distancias).
Q,: Fuerza generalizadas que acttan sobre el sistema en estudio.

1 'Un campo vectorial F se dice que es conservativo cuando existe un campo escalar V
diferenciable tal F ==LV o los que es equivalente que [OX F =rot F =0 .También
podemos decir que el campo escalar V es una funcién potencial
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Capitulo 4: Obtencién de las ecuaciones para el movimiento vertical y de rotacion

Si T es la energia cinética total del sistema en estudio y V es la
energia potencial total del mismo sistema, las ecuaciones de Euler-
Lagrange se pueden expresar en el caso que sea conservativo (no
se consideran perdidas por rozamiento o resistencia del aire siendo

Q, =—67V), como

j

d| aT oT ov

dt \aq'j aq, aq,

d| aT oT oV
dt| 5 q dq, aq,

d| aT _a(T—V)_0
dt oq

i
La funcion lagrangiano o simplemente lagrangiano se define L=T-V
y como en los sistemas mecéanicos la energia potencial no depende

de las velocidades sino de las posiciones, tenemos que a—\,/=O,
aq

entonces podemos escribir

oT oV _o(T-V)_ oL

dq, dq, 9q, 0q,

Para la obtencibn de las ecuaciones del sistema en estudio
escribiremos el lagrangiano de la forma

dla | o,

dt aqj aqj

4.2 Las ecuaciones para un modelo primario de un
puente colgante utilizando las ecuaciones de
Lagrange

En el sistema que estudiamos de manera representativa como una
barra rigida [4],[5], su energia cinética de traslacién (oscilacion)
viene dada por
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Capitulo 4: Obtencion de las ecuaciones para el movimiento vertical y de rotacion

Donde esta m es la masa total del sistema, y v es la velocidad del
centro de masa, que en realidad es la velocidad de cualquier punto
del sistema (todos a la misma velocidad).

Si la seccion rota alrededor de su centro de gravedad,
consideramos un dm (Figura 4.1) de modo que 4.1 se puede
expresar

T, =%dmv 2 4.2

Esta formula es la energia cinética de traslacion

2L

Figura 4.1 : Movimiento vertical y rotacional de la seccion.

Como por acciéon del viento, la barra (calzada del puente) rota con
respecto al centro de gravedad y podemos calcular la longitud del
arco (y,) multiplicando la mitad del largo de la calzada (r) por el
angulo @

y,=ré 43

Derivando con respecto a t la expresion 4.3

dy, dé

=r— 4.4
dt dt

d i
%=v la expresion 4.2 se puede

Si llamamos % =w Yy siendo
expresar como
T, =%dm(a;r)2 4.5

Si dm = pdr siendo p masa por unidad de longitud, la formula 4.5
queda

T, =%,odr(a1r)2 4.6

La energia cinética de la barra es, integrando respecto de r
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Capitulo 4: Obtencién de las ecuaciones para el movimiento vertical y de rotacion

1 . 2 1 ! 1 [ 1 1
T == d == pdf |rdr==pair?| == pa?!® == pajl®
A 2jpr(ar) 5P _Ilr r=cp ré) =P 3P
4.7

m
como p= o reemplazando en 4.7

T1=£ma)zl3=lma)zl2 4.8
3 2l 6

Esta férmula es la energia cinética de rotacion

Teniendo en cuenta que la barra tiene el movimiento general de un
cuerpo solido (en este caso la calzada) siempre se puede expresar
como una rotacion alrededor de un eje que pasa por el centro de
gravedad mas una traslacion pura. La energia cinética total puede
escribirse

2
T=lm dé I2+£mv2 4.9
6 dt 2

Con el desplazamiento vertical y (Figura 4.2), la energia cinética se
puede expresar

imv 2 —im dl 4.10
2 2 dt '
_1 (% 2+£m(d—y) 4.11
t 2 dt

Figura 4.2: Movimiento de la barra en modo vertical.

Para analizar la energia potencial de la seccion la estudiaremos en
dos partes, la energia potencial gravitatoria V expresada como
V =-mgy ,donde m es la masa de la seccion , g la aceleracion de

18



Capitulo 4: Obtencién de las ecuaciones para el movimiento vertical y de rotacion

la gravedad e y el desplazamiento con el eje vertical positivo hacia
arriba ,la energia potencial debido a la rotacion de la seccion
alrededor del centro de gravedad determinando un desplazamiento
a ambos lados al que llamamos y1 e y2 (Figura 4.2).Por lo tanto
sobre la izquierda el desplazamiento ,al que llamamos Y es igual

Y= (y+yl)” 4.12
Y el desplazamiento vertical sobre la derecha

Y= (y-y2)+ 4.13

El signo + significa que los cables estan en tension y esos
desplazamientos sobre la izquierda y la derecha se pueden
expresarcomo Y =y =1 SIn(8) y Y =y —1SIn(8) respectivamente.
La energia potencial del sistema es la suma de la energia potencial
gravitatoria y la energia potencial elastica que almacena los cables
modelados como resortes, de modo que

\Y =%kY2—mgh 4.14

Reemplazando los desplazamientos sobre la derecha y la izquierda
La ecuacién 4.14 queda

Y, =%k[((y -1sin (8))2)" +((y +1sin (8))° )+]—mgh 4.15

Las ecuaciones diferenciales ordinarias del movimiento se
determinan a partir de la ecuacién de Lagrange

L=T-V 4.16

Recordemos que las coordenadas utilizadas para describir la
situacion son el desplazamiento vertical y(t) de su centro de
gravedad y el giro de la seccion con respecto al eje que pasa por el
centro de gravedad 6(t) .El desplazamiento vertical se considera
positivo hacia arriba y el giro se considera positivo en el sentido
antihorario.

La expresion 4.16 se escribe para el movimiento vertical

dfaL| oL _

Sl -% 20 417
ay ) o

dt

Y para el movimiento de rotacion

19
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1[6_%]_6_&0 418
dt\ 59) 06

Entonces en 4.16 reemplazando 4.11y 4.15

L= n'((;fj +2rr{?t/j—[;k[((y‘ISin(H))2)++((y+ISin(9))2)+]—mgh) 4.19

Z=om 2%—’1{0—F}=£mlzdzf 4.20

96 © dt dt{gg) 3 dt

aL _1 | |

20 2k2[( ~1Sin(8)) (-1 Cos(8))+2(y +ISin(8)) (I Cos(8))] 4.21
0L icos Ol - 1Sin (0)- (v +1sin (0)] 422

%m' 2 ztzf =k I Cos (8)[(y -Isin (8))-(y +1Isin (6))] 423

Desarrollando 4.23

~ =k | Cos (9)[-21sin (8)] 4.25

Dividiendo miembro a miembro por Eml ? la ecuacion diferencial

4.25 queda

d?8 _6k

G = Cos (0)[- 21sin ()] 4.26
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Capitulo 4: Obtencién de las ecuaciones para el movimiento vertical y de rotacion

Si agregamos un término debido al amortiguamiento y una funcion
de forzamiento la ecuacion 4.26 es

‘;t o Jﬂ—%c:os (@)sin (8)=1(t) 4.24

Para determinar la ecuacion diferencial para el movimiento vertical
partiendo de 4.17 derivando 4.19

djot 9y 4.25

dt y dt

oL :

- —k[(y =1SIn(6))+(y +1Sin (8))]-mg 4.26

Reemplazando en 4.17

2

?:Ity =—k[(y -1sin(g))+(y +1sin (6))] -mg 4.27

m

Dividiendo miembro a miembro por m

95 - K[ty —isin(e))+(y +1sin(6)] - 428

Al agrega un término debido al amortiguamiento y una funcion de
forzamiento la ecuacion 4.28 queda

d?y dy k . _

at? th +m[( ~1sIn(8))+(y +1Sin (8))] = -9 4.29
d?y . dy 2k __

4t 2 +th oY g+9(t) 4.30

Las ecuaciones asociadas a cada movimiento son 4.24 y 4.30
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476,599, 6K cos (@)sin (8)=1(t)

dt ? dt m 431
d?y dy 2Kk

+ - =-qg +f(t
dt ? ydt m y g (t)

En muchas situaciones es conveniente por razones analiticas
linealizar el sistema de ecuaciones diferenciales. Esto quiere decir
aproximar el sistema (sobre todo cuando alguna ecuacién es no
lineal) mediante un sistema lineal apropiado. Siguiendo este criterio
podemos expresar 4.31 haciendo Sin(6)=6 y Cos(6)=1.

d?*é@ dgd 6k
+

~+ 3 8 ="f(t)
d?y dy 2k
+ - =-q +f(t
dt ? ydt my J (t)

Siendo este un sistema de dos ecuaciones diferenciales de
segundo orden lineales a coeficientes constantes completa, se
puede expresar también como un sistema lineal de cuatro
ecuaciones de primer orden. Estas dos ecuaciones acopladas se
pueden expresar en forma matricial como

d’6) (de
N9 L] dt [k ) =0

d?y [ |d | \y

dt 2 dt
siendo

6k

N1 (60 K__HO o=
o1y T oy | o 2k T (-g+ot)

m
En el capitulo siguiente analizaremos las ecuaciones diferenciales

del sistema acopladas al movimientos en forma independiente para
realizar el andlisis cualitativo y numérico de cada una.
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para el puente de Tacoma

Capitulo 5

Analisis  cualitativo de un  modelo
simplificado de Glover, Lazer y McKenna

para el puente de Tacoma

5.1 Analisis para distintos valores de los parametr  os:

Modelo lineal del movimiento longitudinal

El planteo de la ecuacién diferencial propuesta por Glover, Lazer y
McKenna no responde a ningun puente en particular [1], aunque se
intenta explicar de modo simple las oscilaciones de pequeiia y gran
amplitud que tuvo el vano. Incluiremos una ecuacion diferencial que
modela el movimiento transversal del puente con algunos datos
tomados de investigaciones anteriores, donde la ecuacion a analizar
presenta distintos parametros que se irdn modificando para
visualizar las distintas soluciones y partir de ahi realizar el analisis
cualitativo y numeérico.

La ecuacion diferencial propuesta, deducida aplicando la ley de
Newton, es

Md y+
dt®

d
a di/ +By +cly)=-Mg +f(t) (5.1)

Donde el primer término es la aceleracion vertical y M la masa de la
seccion que consideramos del puente, el segundo término es el
amortiguamiento y al ser este tipo de estructura flexibles ese
coeficiente a es pequefio (En las simulaciones lo consideraremos
0.01 0 0.001).

23



Capitulo 5: Andlisis cualitativo de un modelo simplificado de Glover,Lazer y McKenna
para el puente de Tacoma

El tercer término tiene que ver con la fuerza que proporciona el
material al regresarlo hacia la posiciéon de equilibrio (y=0). Segun

4
[1] ,8=E|(7ET] , donde E es el modulo Young, | el momento de

inercia de la seccion longitudinal del puente. El producto El se
denomina rigidez de flexion de la viga y L la longitud del puente.

La funcion c(y) tiene que ver con lo que tiran los cables para
regresar al puente a la posicion de equilibrio o reposo tomando
como referencia, cuando la estructura esta en tensién, como y <0

y la falta de esta fuerza cuando los cables estan flojos, siendo en
este caso y =0 .Graficamente podemos ver este detalle en la figura

5.1y figura 5.2. También se supone que la catenaria (cable principal
del puente) esta fija. En los videos vistos se ve que esto no sucede
[11]

Superficie te .
Cables Hi
rodamiento i anies fiojos
oscilando —_—
Posicion de equilibrio /1
{superficie de rodamienio)

Figura 5.1: Oscilacion verticales de la superficie de rodamiento con cables
flojos [2].

—— e ——

| | | I Cables
Posicion de equilibrio fansos
i ! i —

Superficie de |

rodamienfo

oscilando

Figura 5.2: Oscilacion verticales de la superficie de rodamiento con cables
tensos [2].

La funcion c(y) la podriamos definir como

12 Esta constante tiene que ver con las propiedades de los materiales del puente
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oysiy<o0
cly)= 5.2
(v) {0 i y20 (52)

A o la consideramos una constante, que por tratarse de un modelo
similar al oscilatorio armoénico es equivalente a la constante del
resorte. Que este caso es el cable entre la catenaria y la estructura.

La constante g representa la fuerza debido a la gravedad, la f(t) es
una funcion de forzamiento.

Esta ecuacion de segundo orden a coeficientes constantes
homogénea (una vez hecho los reemplazos que detallaremos a
continuacion), se puede resolver analiticamente por el método de
los coeficientes indeterminados o numéricamente por el algoritmo
gue se detalla en los apéndices 1y 2.

5.1.1 Planteo analitico

Los valores de los parametros no responden a ningun modelo en
particular, pero siguiendo los valores propuestos en [1] Yy sin
considerar el término de forzamiento, reemplazando en 5.1 y
sabiendo que c(y)=oyy By, queda

d’y . dy

M +a—=—+ L8/ +oy =-M
d’y  _dy

M +ta—+(f+o)y =M

Si a=0.01, B+0 =17 cuando los cables estan tensos debajo de la
posicion de equilibrio o B+o0=13cuando los cables estan por

encima de la posicion de equilibrio y consideramos M=1, la
ecuacion 5.4 queda

d’y
dt?
Esta ecuacion admite resolucion analitica, por ejemplo, por el
método de los coeficientes indeterminados [18]. Cuando en la

+0.012—>t/ +17y =-9.8 (5.5)
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seccion siguiente analicemos la resolucidbn numérica también
consideremos otros valores para el coeficiente de amortiguamiento
a .

5.1.2 Resolucion numérica

También podemos escribir esta ecuacion diferencial como sistema
de primer orden y analizar el mismo en forma numérica.

Si llamamos Z—i/:v (5.6) y derivamos con respecto a t tenemos
d’y dv

=— 5.7
de? dt -7

Ahora la ecuacion 5.5 se puede escribir en forma de sistema de la
siguiente manera

dy

g = t

T

—‘Z‘t’ =-0.01v(t)-17y (t)-9.8

(5.8)

Para resolver este sistema utilizamos un codigo Runge—Kutta [2]
cuyo codigo escrito se describe en el apéndice C y las
representaciones graficas que surgen de resolver 5.8 las podemos
visualizar en las figuras 5.1 y 5.2(En el apéndice A se muestra
también otra forma de obtener las soluciones numéricas)..

En la figura 5.1 vemos la oscilacion del puente alrededor de la
posicion de equilibrio del sistema, aqui suponemos que los cables
estan siempre en tension. La Figura 5.2, las oscilaciones para un
intervalo de tiempo mayor.

Los graficos descriptos son para a =0.01en un intervalo de tiempo
de 0 a 30 unidades de tiempo (la linea roja indica el punto de critico
o de equilibrio del sistema)
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Pocicidn yit)
’frlsnnl::q 1 |1:'| ; e

_0_2:}|||||| |'1|'| | ||||| |;?i]

_0_45- ‘HH‘“

T

I

ol ] ||
|n| |l.| lI

Figura 5.1 : El siguiente grafico nos indica la oscilacion del puente con respecto
a la posicion de equilibrio. Estas oscilaciones decrecen conforme t se
incrementa.

_=b_'p

_—
_—
_—
_—

L —

Para a=0.01en un intervalo de tiempo de 0 a 100 unidades de
tiempo.

Pogicidm ¥It)

=02 [

o4l

-ng

-1

Figura 5.2: El siguiente grafico nos indica la oscilacion del puente con respecto
a la posicion de equilibrio a un intervalo de tiempo mas grande que en la figura
5.1.

En ambos graficas notamos las amplitudes decrecientes. La Figura
5.3 nos muestra la variacion de la posicion con respecto a un
intervalo de tiempo de 0 a 30.
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2'_'[“1! 1) \ '| :
il 'l'"'|'l|'""|“|r'|"'||’l“"|u|'

[ 1L 01 ol 1 1 1 1 1 1 i 1 1 1 1 1 1 1
i 5 |r1 19 ;TJ ! 0 P

=0 |i| |L| I |J || || |J| |i| || ||| |I.| ||.| |J| ||| |l| |J|

Figura 5.3: Grafico de la variacién de la posicion del puente con respecto al
punto de equilibrio en el intervalo de tiempo de 0 a 30 unidades.

Si consideramos un valor del amortiguamiento a =0.001, la figura
5.4 nos muestra que la amplitud en el intervalo de tiempo de 0 a 50
unidades se mantiene constante incluso en intervalos de tiempo.

Posicitm yit)

] '|1E. TTT3TT '|' = | ' | .H ’ ‘ "s'u e

-0

_n4

oy

_ngf ‘

=10

Figura 5.4: Grafica de la oscilacion con respecto a la posicién de equilibrio con
un amortiguamiento @ =0.001.

Otra forma de visualizar las soluciones de un sistema es su retrato
de fase. Este grafico nos muestra la curva solucidon, también
denominada orbita, con centro en el punto de equilibrio de

coordenadas (y(t),v(t))=(%,0]conforme varia el tiempo

aunque en el gréafico no este explicitado (Figura 5.5).La coordenada
y es negativa porque la gravedad obliga al puente a deflexionarse
un poco tensionando asi los cables. La solucion se mueve en
espiral hacia el punto de equilibrio.
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Este tipo de sistema donde la variable independiente t no aparece
en el segundo miembro de las ecuaciones se denomina autbnomo,
la evolucion del sistema esta supeditado solo a los valores de las
variables dependientes (y y v en este caso)

wrrerivada de la posicidmn] T [Derbrada de la posicide)

F[Fosiciden)

~FFosicide)

10-05056-04-02

o = 0.7 o = 0. .00%

Figura 5.5: Retrato de fase del sistema de ecuaciones presentado en 5.8. La
figura de la izquierda muestra la trayectoria tendiendo al punto de equilibrio
(amplitudes decrecientes).El panorama es distinto en la figura de la izquierda,
la trayectoria se acerca mas lentamente a la posicidbn de equilibrio, las
oscilaciones no declinan.

En el apéndice B y C mostraremos otras formas de graficar
utilizando los programas Maple y Matlab en el cual se detallan los
comandos utilizados para tal fin. En el apéndice D se detalla un
cédigo del programa Mathematica que permite realizar estos
graficos en forma mas interactiva.

5.2 Andlisis cualitativo del modelo con oscilacione S
forzadas: Efecto del viento

Este efecto es muy complejo de cuantificar no solo porque ya que
hay rafagas de mayor o menor duracion sino que también interactia
con la estructura. Si se supone que el viento tiene rapidez y
direccién constante, el efecto sobre el puente no tiene porque serlo.
Cuando el flujo de aire pasa a través de la estructura forma vortices
o remolinos (Figura 5.6) encima y por debajo de la misma, esto
genera una fuerza perpendicular en direccion normal a la velocidad
del fluido (viento).En el puente de Tacoma esto ocasionaba
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movimiento de rotacion de gran magnitud antes del colapso (Figura
5.7).

Fuerza Vérfices por encima
Velocidad | = = \&s
de Ia Vértices por debajo
corriente
de aire

Figura 5.6: Cilindro colocado en un flujo de aire provocando los vortices de
Von Karman [9].

Calzada del puente

Ifomento Torsor

= # | A L
[l

Figura 5.7: Vibraciones de torsién sobre el puente de Tacoma [9].

Por experiencias en tuneles de viento, sus efectos sobre una
estructura cilindrica varia en forma sinusoidal con respecto al
tiempo. Esta fuerza adicional f(t)=ASin(at) es la que

agregaremos en el segundo miembro de la ecuaciéon 5.4 de modo
gue nos queda.

2

M ((jjtzl +a((jj3t/ +(,B+a)y =-Mg+A Sin (wt) 5.9

Llamando a A la amplitud de la fuerzay « =2nf como la velocidad
angular, donde consideraremos constante la frecuencia. Esto es
improbable en vientos turbulentos pero lo analizaremos para
distintos valores de A y «. Si reemplazamos los coeficientes por
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los mismos valores de 5.6 y tomando A =0.01 y a =270.2(f=0.2),
tenemos la siguiente ecuacion diferencial

‘th +0.01 ‘Zy +17y =-9.8 +0.01Sin (2.770.2.t) 5.10

Para las mismas condiciones de contorno, la solucion de la
ecuacion se ven la figura 5.8 y figura 5.9, nos muestra las
oscilaciones de pequeiia amplitud constante a medida que
transcurre el tiempo.
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0 a0 40 Ll 20 100

Figura 5.8: Curva solucién de la ecuacion diferencial 5.8 (con A =0.01 y

& =270.2 . Se alcanzan a ver que la estructura oscila con una pequefia
amplitud alrededor de la posicion de equilibrio.
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Figura 5.9: Curva solucion de la ecuacién diferencial 5.8 en un intervalo de
tiempo de tiempo mayor que en la figura 5.8.Las oscilaciones no declinan.
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Ahora si cambiamos solo el valor de aen 27 (frecuencia igual a 1)
el grafico corresponde a la figura 5.10. El patrén que siguen las
soluciones es similar a las anteriores.

- ¥t
-0.570

-0.572
-0.574

-0.57h

-0.4878 |

01 o
0 20 40 1] t=11] 100

Figura 5.10: Oscilaciones con el valorde A =0.01y «=27.

Si ahora analizamos la solucion cambiando solo el valor de aen
vJ17 la ecuacién 5.9 queda

d?y
dt 2

+0.01 ‘;—3: +17y =-9.8 +0.01 Sin (V17t) 5.11

Si escribimos 5.11 como sistema de primer orden

5.12
— =-0.01v(t)-17y(t)-9.8 +0.01Sin(V17t)

Con condiciones iniciales similares a las ecuaciones 5.10y 5.11 en

__98 _
y(0)==175v(0)=0
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Figura 5.11. La figura de la izquierda nos muestra el retrato de fase las
soluciones en el intervalo de tiempo considerado. La Figura de la derecha nos

muestra el crecimiento de las amplitudes con el valorde A =0.01ly w=+/17 .

¥t
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L PR SR T T N T S T T |
150 200 250

tietrpo

Figura 5.12: Las oscilaciones crecen con intervalos de tiempo mayores que en
la figura 5.9 (en este caso entre 0 y 250 unidades de tiempo).

Para esta condicion de contorno notamos que la representacion
grafica de la solucidén indica oscilaciones de gran amplitud que
crecen con el tiempo (Figura 5.11 derecha) y cuyas curva solucion
en el plano de fase, en el intervalo de tiempo que consideramos en
la resolucion, se mueve en espiral alejandose del origen (Figura
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5.11 izquierda). Si bien no se produce resonancia, ya que hay un
pequefio amortiguamiento en el sistema, las amplitudes crecen y
no se detienen quizas con graves en la estructura a intervalos de
tiempo mayores (Figura 5.12).

El comportamiento de 5.13 es diferente si a =0, cuando A =0.01 y

w=+/17 , la frecuencia del término de forzamiento es igual a la
frecuencia del sistema sin forzamiento, se produce resonancia. La
Figura 5.11 muestra estas oscilaciones en distintos intervalos de
tiempo. En este hipotético puente las consecuencias serian
devastadoras al ser crecientes las amplitudes a tiempos mas
extensos, como se ve en el grafico de la derecha las amplitudes de
las oscilaciones empiezan a cruzar el eje y provocando que los
cables ya no estén bajo tension.
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Figura 5.13: Grafico de las amplitudes con respecto al tiempo en intervalos de
tiempos diferentes (de 0 a 100 unidades de tiempo el de la izquierda, de 0 a
400 unidades de tiempo el de la derecha). Se nota que las amplitudes no
declinan (con condiciones iniciales cerca del equilibrio).

5.3 Analisis de la amplitud, amortiguamiento vy
frecuencia para los modelos primarios: El efecto
de resonancia

Si analizamos nuevamente la ecuacion 5.8, se puede establecer
una relacion entre el comportamiento de las soluciones a partir de
los parametros a« que determina la determina la frecuencia de
forzamiento, el amortiguamiento al que denotamos con a y B+0
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que tiene relacion con el cable y la estructura. EI comportamiento
gue presentan las soluciones a largo plazo es el mismo. La solucion
general esta dada por una suma de la una solucion en estado
transitorio y otra es estado permanente. Como vimos en al seccion
anterior se puede escribir como

y(t)=AcCos (at +¢) 5.13

Donde A es la amplitud de la oscilacion y ¢ el angulo de fase, parat
grandes, todas oscilan con la misma frecuencia que el forzamiento.
Para 5.8 encontraremos expresiones para la amplitud (aunque
también se puede hacer para ¢) en funcionde «w,ay f+0.

5.3.1Resolucién con exponenciales complejos

Como comentamos anteriormente al considerar un forzamiento del
tipo seno o coseno, estamos considerando un tipo especial de
ecuacion de modo de poder aplicar todo lo conocido referente a las
ecuaciones lineales con forzamiento periddico. El problema radica
en que no todas las ecuaciones diferenciales son lineales (como
analizaremos en 5.4). Si partimos de 5.9, con los mismos valores
en los coeficientes salvo « y a, tenemos expresando el
forzamiento con una exponencial compleja.

d?y dy :
+qg—+17 = -9.8 + exp( wti 5.14

La solucidon, encontrada por el método de los coeficientes
indeterminados, viene dada por

98 1
{)=- + C w+@
y( ) 170 \/(17 . )2 + (am)z os( )

A

5.15

98
t)=————+AC at +
Y(t) == +ACos(at +g)
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Si analizamos A como funcion de a y a tendremos una funcién de
dos variables independientes cuya formula es

Alw,a)= L

Ja7 - ) +(aw)’

5.16

Si fijo la variable a, que representa el amortiguamiento, en 0.01, la
variacion de la amplitud, ahora en funcidon de « (figura 5.14),

alcanzando un maximo enw=+/17 . No es llamativo que para ese

valor la amplitud sea grande (alrededor de 24.1), ya que cuando
a =0, se produce resonancia en esa valor de frecuencia.

Amp liud]

1.0

EI‘- ||

I ! |
04 ; '

L1 TN N N TR T T e ———————— W[ﬁ'&ﬂlﬂml&dﬁmm
1] l d 3 § b

Figura 5.14: Grafica de la amplitud en funcion de @ con un punto maximo en

(V17 24.1).

En la figura 5.15 el grafico Amplitud(A)- frecuencia (&« ) nos muestra
para distintos valores del amortiguamiento  a(entre ellos el

analizado en el grafico 5.14) las distintas amplitudes que alcanza la
estructura para este simple modelo.
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Curva de Srplitud para distintos amortignarmientos o
A [arrgp 1ioaad)
4
e a=0.01
a=0.001
e a=0.1
-
ar=0
1
1 L L ar[frecaercia de formamierdal
u} 1 2 E 4 5

Figura 5.15: Grafico Amplitud-Frecuencia para distintos valores de

amortiguamiento. La curva para @ =0 provoca para el valor +/17 el forzamiento
de resonancia (curva amarilla).

También podemos ver la amplitud de otra forma. Si graficamos
5.16, es una superficie con valores de «y a como variables
independientes. La superficie muestra la explosion de A, cerca de

la resonancia que se produce en los valores a =0y w=+/17 .

A4 17 7 es el punto donde se produgs ggsonancia

Figura 5.16: Superficie de Amplitud para un dominio de valoresdea y @ . En
la parte superior de la superficie se muestra el par ordenado donde se presenta
resonancia
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5.4 Analisis para distintos valores de los parametr  os:
Modelo lineal y no lineal del movimiento
transversal

De acuerdo al capitulo anterior presentaremos el modelo del
movimiento vertical, denominado en la literatura de deflexion, y el
movimiento de rotacion. La hipotesis simplificadora es suponer una
barra suspendida por cables en ambos extremos libre para
moverse verticalmente (como en la seccién anterior) y rotar
alrededor del centro de gravedad (Figuras 5.17). De acuerdo a las
ecuaciones obtenidas en el capitulo anterior, elegiremos valores
razonables para las constantes fisicas y el término de forzamiento
que se consideran en [1] y [14].

.,
Cabiles K , > H
< oM<
X .
wchoron ¥ TRIE Viento
FERpacia af canro |y 1 .
S pravedad
- 2L
-4 g

dogohe de arcilsevia rriangd ded
aocta dad pueste

Figura 5.17: La figura de la izquierda muestra una vista transversal de la

calzada del puente indicando con y(t) el movimiento vertical y con &(t) el
movimiento de rotacion. La figura de la derecha muestra el modelo que
consideraremos en el estudio. M significa el momento torsor de la calzada.

Las ecuaciones que gobiernan este modelo primario de movimiento
vertical y de rotacion son

d26 _dé (6K N s
18459 +[ 3 jCos(e)Sln(e)—f(t) 5.17

3 Esta ecuacién diferencial de segundo orden no line  al es similar a una ecuacién tipica

del modelos aeroelasticos , |(@+2aqw@+ w’@)=F , donde | es el momento de

inercia por unidad de longitud, aQ y G son el coeficiente de amortiguamiento y
frecuencia de la estructura respectivamente y Fe s lafuerza aerodinamica
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Para el movimiento de rotacion

d?y dy [2Kj
+0, 2 +| S |y =—g +f(t 5.18
de? 7 dt M y=-g+i(t)

Par el movimiento vertical

Las ecuacién 5.17 es una ecuacion diferencial de segundo orden,
no lineal completa y su resolucion sera a través de un método
numerico. La ecuacion 5.18 es una ecuacion diferencial, lineal, a
coeficientes constantes completa, que como vimos anteriormente
tiene resolucion analitica.

En esta seccion nos detendremos en analizar solamente la rotacion,
despreciando al movimiento de deflexién, estudiando solamente la
ecuacion 5.17.

5.4.1Resolucién numérica para el movimiento de
rotacion: Comportamiento cualitativo de el modelo
lineal y no lineal de los movimientos transversales

La ecuacion 5.17 que representa el movimiento de rotacion
alrededor del centro de gravedad se puede escribir como sistema

(dg
dat
J 5.19

C(;_‘t’ = -3y - [%)Cos (8)sin(6)+1 (t)

Si tomamos como la fuerza de forzamiento una del tipo senoidal
f(t)=ASin(at) , 5.19 se transforma en

4o
Jdt 5.20

‘;_‘t’ = -3,V —(%()Cos (6)sin (8) + ASin (at )
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Los valores de los parametros son los siguientes:

0, =0.001, que representa el amortiguamiento torsional.

K=1000, constante de los cables modeladas como resortes.
M =2500 Kg, es la masa de una seccion representativa de la

seccion transversal.

A=0.04, representa la fuerza que actia en forma perpendicular a
la estructura, denominada de sustentacion. Este valor surge de la
Kg3 ), a
m

es area de la seccion donde atraviesa el flujo de aire (12 m de largo
y 2.5m de ancho), C el coeficiente de sustentacion y U es la
velocidad del viento en Km/hora. Consultando en [15] ese
coeficiente de sustentacion podria escribirse como una funcion del
tipo armonico. También depende del angulo de ataque®. La unidad
gue corresponde a esta fuerza es en Newton (en la seccion 5.5
daremos un detalle breve del célculo con datos reales del puente).

formula A =%pu2Ca, donde p es la densidad del aire (1.2

La expresion a =27 , siendo f la frecuencia, que fijamos en 1 Hz
(Esta frecuencia se puede calcula en base a la velocidad del viento,
el canto del puente y un coeficiente denominado de Strouhal
(seccién 5.4.2).

Las condiciones iniciales que fijamos para este sistema es (0)=0

a6, . . .
v (0)=6(0)=0.

Las amplitudes se mantienen practicamente constantes en el
intervalo de tiempo considerado en la simulacion, disminuyendo a
intervalos de tiempo mayores (Figura 5.18).

En la figura 5.19, variando la condicién inicial 0(0)=% y
dé

d_t(o) =6(0)=0, y tomando ahora una frecuencia f de 0.2 Hertz,

la situacion es llamativa, las amplitudes ahora crecen y decrecen a
lo largo del tiempo considerado. Precisamente la frecuencia 0.2 es
la que corresponde a la frecuencia de las oscilaciones de torsion del
puente, minutos antes de colapsar.

¥ Es el 4ngulo que forma la estructura con el flujo incidente. Ese coeficiente depende del perfil
gue presente esa estructura de ensayos realizados en tunel de viento.

40



Capitulo 5: Analisis cualitativo de un modelo simplificado de Glover,Lazer y McKenna
para el puente de Tacoma

B [radiatues]

0.004 m‘

0.002

N

i ﬁl“ﬂkr\a H\“
AT H M“Ill
)

'ﬁMM |||||H‘

Figura 5.18: Oscilaciones constantes con frecuencia de 1Hertz.
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Figura 5.19: Oscilaciones con frecuencias de 0.2, la misma que tuvo el puente
antes de derrumbarse.

Si ahora cambiamos el 0 en 0.01, mantenemos la frecuencia f en 1
y aumentamos A, ahora en 0.08, el comportamiento de las
soluciones a largo plazo es decrecer en las oscilaciones (Figura
5.20).
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Figura 5.20: Las oscilaciones decrecen para 0 =0.01y A =0.08.

Si linealizamos el sistema 5.20, siendo Cos(8)=1y Sin(8)=6"*,
gueda

(d6
— =V

3 dt 5.21

dv _ -o,v —[%)emsm (at)
dt M

Y comparamos las soluciones de 5.20 y 5.21 se presentan aspectos
interesantes para explorar, por ejemplo, para los mismos valores

de d y A de la figura 5.16 y cambiando solo « en /2.4,
observamos la diferencia de comportamiento de las soluciones en el
modelo no lineal y lineal en el mismo intervalo de tiempo trabajado
en las simulaciones.

En la figura 5.21 vemos el aumento y decrecimiento de las
oscilaciones para una frecuencia muy cercana a la frecuencia
natural del sistema, estas oscilaciones se llaman pulsos.

En cambio en la figura 5.22, las oscilaciones crecen debido a que la
frecuencia natural del sistema sin forzamiento es el mismo que la
frecuencia del sistema (frecuencia de resonancia).

15 Es la aproximacion de primer grado del seno de 8 a través de un polinomio de
Taylor.
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Figura 5.21: Oscilaciones para @ =+/2.4 para el sistema no lineal.
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Figura 5.22: Oscilaciones para w=+/2.4 para el sistema lineal.

En el apéndice D se muestra un programa que realiza la
simulacién interactiva con la variacion de los parametros de la
ecuacion 5.11y 5.17.

5.5 Parametros medibles a través de las filmaciones
del derrumbe del puente de Tacoma

En esta seccion se realizaron mediciones a través de una filmacion
de los 50 segundos finales de la estructura antes del derrumbe. Del
video podemos visualizar la direccion del viento, el periodo de
oscilacion en ese intervalo de tiempo, la frecuencia y la amplitud de
las oscilaciones. También podemos ver los vortices que atraviesa la
calzada detras del auto que quedo detenido en el vano [13].La
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literatura sobre las mediciones y experimentos posterior al desastre
se pueden consultar en [14].
Los resultados de las observaciones del video fueron los siguientes:
» EIl angulo de inclinacion de la plataforma, de un extremo a
otro, es de 40 grados aproximadamente. Las dimension de la
calzada fue de 11.90 metros y el canto de 2.41 metros. La
altura que alcanzo con respecto al centro de rotacion,
teniendo como referencia la linea amarilla y una de las torres,
fue de 4 metros aproximadamente (Figura 5.23).

Figura 5.23: Las imagenes reflejan los momentos finales del puente y a partir
de las cuales se determind el angulo de inclinacion. Este calculo esta acorde
con las referencias consultadas.

« El periodo se calculo midiendo las oscilaciones cada cinco
segundos (un ciclo). Ese periodo se mantuvo constante en 0.2
Hertz aproximadamente. En la figura 5.24 se graficaron las
mediciones realizadas.

Frecuenciafen Hertz) Fremanciafan Hirtr)
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Figura 5.24: Grafico de la frecuencia en funcion del tiempo, constante en
0.2 Hertz en los casi 50 segundos antes del derrumbe. Estas mediciones se
realizaron cada 5 segundos determinado aproximadamente 11 ciclos.
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» Las amplitudes se indican mediante un grafico en funcién del
tiempo. Se ratifica que las amplitudes fueron aumentando en
el tiempo estudiado como se ve en la figura 5.25 (El resultado
de las mediciones se encuentran en el apéndice E).
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Figura 5.25: Grafico de la amplitud en funcion del tiempo en los ultimos 50

segundos en que el vano se mantuvo en movimiento de torsion. El puente
oscila con amplitud variable y creciente.

A partir de esta grafica (determinada a través de una funciéon de
interpolaciéon con el programa Mathematica donde los valores
obtenidos y los comandos se detallan en el apéndice F) podemos
realizar una analisis de regresion para encontrar una curva
Amplitud (y)-tiempo (t) que relacione los datos medidos.
Mediante el método de los cuadrados minimos'® determinamos
una recta, con pendiente positiva ya que solo consideramos los
puntos maximos de la curva, se detallan en la figura 5.26 (este
procedimiento se escribe en el apéndice G).

1% | a demostracién para la determinacién de la pendiente y la ordenada al origen por este
método es utilizando el calculo de extremos en dos variables minimizando la funciéon

#(a,b)= i(yi —a—bx, J utilizando el determinante Hessiano.

i=l
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{La ecuacidn de la recta es w=2 3508740 035311 544}
¥ firplind et metmoe)
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Figura 5.26: Recta determinada por el método de cuadrados minimos de
las amplitudes de las oscilaciones en funcién del tiempo.

» De acuerdo a las mediciones consultadas, la frecuencia
coincide con las mediciones realizadas, es decir, 0.2 Hertz. La
frecuencia(f) con que ejercidé la fuerza que provocaron los
remolinos torsionando el puente se puede calcular con la
siguiente formula[17]:

f=—" 5.22

Siendo

S: constante adimensional denominada numero de Strouhal, en
este caso 0.14 [17].

V: velocidad del viento en el momento del derrumbe
aproximadamente 65 Km/hora.

D: canto del puente en 2.41 metros
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De acuerdo con estos datos la frecuencia es igual a 1Hertz, que no
coincide con la frecuencia calculada anteriormente, por lo tanto esto
prueba en forma experimental que la resonancia no fue la causante
que el puente se derrumbara al no coincidir la frecuencia de
oscilacion con la frecuencia de la fuerza excitadora, por lo tanto
desprendimientos de vértices no explica en forma satisfactoria la
caida de la estructura.

Otra forma de analizar la grafica 5.26 es determinar una funcion
mediante un modelo de regresién'’ no lineal del tipo exponencial®®
como se muestra en la figura 5.27 (En el apéndice F se detalla el
procedimiento con el programa Mathematica para obtener esta
curva).

[la ecuacian de la fimcidn exponencial es & =2 40854 g D1t ’}

Figura 5.27: Funcion exponencial determinada en base a los datos medidos.

. . . , —_ 0.0112
En la grafica, la exponencial tiene la formula A =2.4085.e>"""
donde a traves del coeficiente del exponente podemos calcular el
porcentaje en que crecen las amplitudes.

Y para determinar estas curvas de regresion se consulto también al programa INFOSTAT .Se
puede descargar su version libre en la pagina http:// infostat.uptodown.com/
'8 a férmula que responde al modelos exponencial tiene la forma y=a e™
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Si analizamos el grafico de la funcion exponencial, el coeficiente del
exponente (b) es un indicador del porcentaje de variacion de la
amplitud en la unidad de tiempo. Segun la curva de regresion
b=0.0112 aproximadamente, esto no indica un porcentaje de
1.12%

en el dltimo tramo previo al derrumbe.
Segundo

5.6 Algunos calculos adicionales: Sustentacion vy
resistencia aerodinamica

Si a la estructura la consideramos como una placa plana de 426.5
metros de largo (mitad del puente) por 11.90 metros de ancho
(datos reales del puente) podemos calcular la fuerza de
sustentacion (A,), que es perpendicular a la direccion del flujo de

aire (detallada en 5.4.1).

Al== pu’CL 5.23

2 SUSTENTACION

Y la resistencia aerodinamica (A, )

1
A2 = E jo3 ZCd RESISTENCIA 5.24

Si consideramos que el angulo de ataque™ del flujo de aire
incidente y la estructura es de 12 grados, los coeficientes de
sustentacion Cl| y de resistencia CD son 0.72 y 0.17
respectivamente [17] (las fuerzas se ven la figura 5.23). El calculo
de las fuerzas se describe de la siguiente forma

a1=2.123%9 4265m.1190m. 2207 2 672 0732647N 074759
27 m 3600°m

C74.75 Toneladas para la sustentacion

2
A2 =%.1.23 kg 426.5m.11.90m.&002m2.0.17 0172986N 017651

m?’ 3600%m

9 E| angulo de ataque cuando llega a un angulo denominado critico, la sustentacion disminuye
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C17.65 Toneladas para la resistencia aerodinamica

Siendo la fuerza resultante 76.81 Toneladas aproximadamente La
figura 5.28 muestra un bosquejo de las fuerzas actuantes.

Fuerza
Resuffante

Resisfencia
gerodinamica Yiento
e

-

e

Figura 5.28: Esquema de las fuerzas de sustentacidbn y resistencia
aerodinamica.

Todo esto se podria analizar en el contexto de la Interferencia. Este
es un fendmeno donde una o mas ondas se superponen para
formar una onda denominada resultante de mayor o menor amplitud
[18]. Este efecto se observa en cualquier tipo de onda, como luz,
sonido y en este caso particular los movimientos del puente de
Tacoma. Los movimientos de la estructura ondulatoria al formar
ondas desfasadas en 180 grados produjeron el fendmeno
denominado interferencia destructiva.

T _\__'_*_L_.ﬁ_,ﬁ_.-h.ﬁ_,-h_fb}i-m

P

Figura 5.29: Ondas que se producian en el puente momentos antes de
colapsar.
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5.6 EL debate sigue: ¢ Qué Causob el colapso del
puente de Tacoma?

En la actualidad no queda claro, mas alla de todos los estudios
realizados, cual fue la causa preponderante que provocéd el
derrumbe. Descartado la resonancia porque lo que describimos
anteriormente, la explicaciéon predominante mas fuerte hoy en dia
es la inestabilidad aerodindmica conocida como flameo o flutter.
Esta inestabilidad tiene lugar a partir de cierta velocidad del viento
(denominada critica) cuando el flujo de aire incidente sobre el perfil
del puente en combinacion con los movimientos de la propia
estructura da lugar a que las oscilaciones del tablero diverjan
debido a un alto nivel que alcanzan las tensiones del material. Estas
fuerzas debido al viento y a la propia estructura se llaman fuerzas
autoexcitadas®.De las muchas explicaciones, la flexibilidad, la falta
de rigidez, el ancho de la calzada no acorde con la longitud del
puente pueden haber sido las causas que provocaron estas fuerza.
Todos los estudios provocaron mirar con mas atencién el efecto de
la naturaleza realizando modelos previos en tuneles de viento.
Matematicamente la técnica conocida como elementos finitos
permitié analizar estructuras complejas reduciéndolas a estructuras
pequefias interconectadas imponiéndose sobre otros modelos que
involucran ecuaciones simplistas como las que analizamos.

5.7 Conclusiones finales

En muchas situaciones un estudio mas completo de una estructura
del tipo aeroelastica tan compleja como un puente colgante implica
realizar un gran nuamero de simplificaciones para realizar un
analisis, no solo cualitativo (como intento ser este trabajo) sino
numeérico para obtener resultados cuantitativos que estén de
acuerdo (en una primera aproximacién) con lo que suceda en la
practica. Al tener en cuenta que se trabajo con un modelo simple y
primario de la oscilacibn de puentes, trabajando solo con una
seccion representativa en forma longitudinal y transversal, las
hipotesis simplificadoras fueron no considerar el ancho y el largo
como asi también no se tuvo en cuenta que la luz del puente oscila

“ En los escrito de Scanlan[14] se los denomina flameo torsional de un grado de libertad
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en varias secciones dejando de lado una variable independiente
espacial lo que implicaria considerar una ecuacion en derivadas
parciales.

A pesar de todo esto un modelo simple ayuda a entender, quizas de
manera significativa el comportamiento de una estructura, no
siempre de forma aerodindmica, como un puente. Estos analisis
simplistas ayudan a entender que observar en comportamientos
gue incluyan modelos mas complejos.
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Apéndice A

Con el siguiente programa graficamos las Figuras de 5.1 a 5.13
para los valores de los parametros establecidos en el Capitulo 5.El
comando NDSolve de Mathematica resuelve numéricamente
aproximando la solucién con un polinomio de interpolacién que se
puede trabajar como cualquier funcion. Para la resolucion analitica
el comando a utilizar es el DSolve con las condiciones iniciales
establecidas en capitulo mencionado.

Archivo Aproximaciones-Puente-Tacoma

solucionl = HDSolve[{y'[t] == v[t], v'[t] == -g-av[t] - Sy [t], ¥[0] == 0, v[0] == 0}, {¥, v}, {t, 0, 290}]

iy - InterpolatingPunction[{{0., 290.}}, «=], v = InterpolatingFunction[ 0., 290. 1), <=}

ParametricPlot [Evaluate[{y[t], v[t]}/. solucionl], {t, 0, 290}, AxesLabel - {"y{Posicion)", "v(Derivada de la posicion)"}]

Plot [Evaluate[y[t] /. solucioni], {t, 0, 30}, AxesLabel - {"tiempo", " Posicion y(t)"}]
ALt T 9.8
¥ =-—
- 11

Plot[¥1[t], {t, 0, 30}]

Show[Plot [Evaluate[y[t] /. solucionl], {t, 0, 200}, AxesLabel - {"tiempo", " Posicion w{t)"}],
Plot[y1[t], {t, 0, 100}, PlotStyle — RGBColox[1, 0, 0]1]

Plot [Evaluate[v[t] /. soluciond], {t, 0, 100}, AxesLabel - {"tiempo" , "dy/dt"}]

Con el programa Maple podemos realizar el mismo trabajo similar al
Mathematica a diferencia que no solo podemos representar todas
las figuras descriptas con anterioridad sino también el retrato de
fase agregando la variable tiempo en la representacion

52



Apéndice A
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Figura A.1: Campo de pendientes para el sistema analizado en el capitulo 5 donde los
vectores se ven con color azul. Con color negro se muestran las soluciones del
sistema ya mencionado.

Yy =HITEiydit b Fi=witd  HdiFFiwiiti tj=-% B-0l HEi*wdi i-AVFp{§} foms = |wit } LA
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Fat L]

Figura A.2: Retrato de fase tridimensional. Podemos observar como se mueven las
curvas solucién con respecto al tiempo.
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Con el programa Matlab[20] recreamos las mismas graficas
obtenidas anteriormente utilizando los dos archivos cuyos nombres
figuran abajo. Para las soluciones Matlab utiliza el comando ode45.

Archivo misistl

function yp=misistl(x,y)
alfa=0.01;% constante
beta=1 ;%constante
yP=Y;
yp(1)=-alfa*y(1)-17*y(2)-10
yp(2)=beta*y(1)

Archivo programital

tf=15;

y0=[0,0]% condiciones iniciales
[T,y]=ode45('misist1',[0,tf],y0);% ode45 es el método Runge-
Kutta orden 4

figure(1)

plot(T,y)% grafica la variacion de la posicion y posicion
con respecto al tiempo

xlabel(‘tiempo’)

ylabel('Posicién y Variacion de la posicién')
legend('Variaciéon','Posicion’)

grid on

figure(2)

plot(y(:,1),y(:,2))% gréfica el espacio de fases
xlabel('Variacion de la posicion’)

ylabel('Posicion’)

grid on
opciones=odeset('ABSTOL'",1e-3,'/RELTOL",1e-3)%La
especificaciones ABSTOL Y RELTOL tiene que ver con los

digitos de precision
[T1,yl]=ode45('misistl',[0,tf],y0,0pciones)
figure(3)

plot(T1,y1)

xlabel('tiempo’)

ylabel('Posicion y Variacion de la posicion’)
legend('Variacion de la posicion’,'Posicion’)
grid on

figure(4)

plot(y1(:,1),y1(:,2 ))%grafica el espacio de fases posicion
y variaciéon de posicion

xlabel(*Variacion de la posicion’)
ylabel(‘Posicion’)

grid on
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T
| — Vatiacidn de la posicidn l
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Figura B.1: El gréfico de la izquierda nos muestra superpuestos el grafico
posicion de la estructura (color verde) y variacion de la posicion (color azul).El
grafico de la derecha nos muestra el retrato de fase con la orbita alrededor de
la posicién de equilibrio (soluciones en el intervalo de tiempo considerado).
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Este programa que se detalla es el algoritmo de Runge-Kutta[21]
para resolver el sistema de ecuaciones 5.8 con el programa
Mathematica.

Archivo graficas-Tesis-runge-kutta

flt ,x,v]=¥

glt ,x,v]=-0.01y-17x-9.5;
h=0.001;

wk[0] = 0;

yrk[0] = 0;

t[r]=h+n

xrk[a ]:=odule[{k1, k2, k3, k&}, ki = £[t[n- 1], wk[z- 1], yrk[r- 1]]; nd =g[t[z- 1], k2 -1], yrk[z- 1]];
K2 = f[t[n-1] +0/2, xrk[z- 1]+ (hk1) /2, yrk[2- 1]+ (hm) /2]; m2 = g[t[a-1]+h/2, wk[z-1] + (hk1) /2, yrk[n-1] + (hmd) /2]:
k3= f[t[n-1] +0/2, xrk[z- 1]+ (hk2) /2, yrk[2- 1]+ (hn2) /2]; m3 = g[t[a-1]+h/2, mwk[z-1] + (hk2) /2, yrk[n-1] + (hm2) /2]:
k= f[t[n-1] +0/2, xrk[z - 1] + (hk3) /2, yrk[a - 1]+ (hn3)]: md = g[t[n- 1] +0/2, xrk[a - 1] + (hk3) /2, yrk[z-1]+ (hm3)1;
xrk[n] = xrk[n-1] + (h/6) # (KL+ 2+k2 + 24K3 +k4)]

yrk[a 1:=Yodule[{k1, k2, k3, k&}, ki = £[t[n- 1], wk[z- 1], yrk[n - 1]]; nd = g[t[z- 1], k2 -1], yrk[z- 1]1;
k2= f[t[a-1] +h/2, sxk[n-1] + (hk1) /2, yrk[a- 1] + (hmi) /2]; m2 = g[t[a- 1] +h/2, xrk[n- 1] + (hk1) /2, yrk[a - 1] + (hm1) /2];
k3= f[t[a-1] +h/2, sxk[n-1] + (hk2) /2, yrk[a- 1] + (hm2) /2]; m3 =g[t[a- 1] +h/2, xrk[n- 1] + (hk2) /2, yrk[a-1] + (hm2) /2];
kd = f[t[n-1] +h/2, xrk[z - 1] + (hk3) /2, yrk[a - 1]+ (hn3)]: md = g[t[n- 1] +h/2, xrk[a - 1] + (hk3) /2, ywk[z-1]+ (hm3)1;
yrk[n] = yrk[n-1] + (h/6) # (ml+ 2+m2 + 2+ m3 + md)]

solucion = Table[{t[n], xk[n], yrk[n]}, {n, 0, 3000}];
solucionl = Table[{xxk[n], yrk[nl}, {n, 0, 3000}]1;
LiztPlot [solucionl, AepectRatio — futomatic]
golucion? = Table[{t[n], x=xk[n]}, {n, O, 3000}]:
ListPlot [solucion?]

solucions = Table[{t[n], yrk[n]}, {n, 0, 3000}];

ListPlot [solucioni]

También el programa permite aplicar este método directamente el
método de Runge-Kutta a través del comando NDSolve
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La simulacion en el modo rotacion se hizo con un programa extraido
de la pagina de la Wolfram Research [16]*'. Se analiza en forma
interactiva las oscilaciones para un rango de valores de los
parametros de 6,4 y aen un intervalo de tiempo entre 100 y 400.

En la figura se notan las oscilaciones crecientes para las

condiciones iniciales H(O)=%,%(O)=[9(O)=Oy valores de

A =0.01ly a =1.51en el intervalo de tiempo de 0 a 100.

Archivo Tacoma Narrows Bridge Collapse

n[i1]= Manipulate[¥ith[{s0l = HDSolve[{@"[t] + 0.0018°[t] + 2.4 Cos[A[t]] Sin[A[t]] == ASinfot], B[0] == 80, 8[0] == 0}, @, {t, 0, 300}]},
Plot [Evaluate[8[t] /. sol], {t, 0, 300}, PlotRange - {{0, t£}, {-0.4, 0.5}}, InageSize - {500, 300}]1,
{{tf, 100., "time"}, 100, 500, Rppearance - "Labeled"}, {{80, Pi/180., "&,"}, -Pi /180, Pi /180, Appearance - "Labeled" },
{4, 0.01, 0.09, Appearance - "Labeled" },
{u, 1, b6, Appearance »"Labeled" }, Synchronouslpdating - False]

kirne J 100,
o J 00174533
-’-J 0.01
w J 1.51
04
Out[11]= 02 .
f i il i r'|
| | | | |
R A
i i gl | o I 1| | | II
oy Il R | [1 ]! 1 [ 1
o A NANANAEAN Lyl | ANANAN
0.0 — = | — = m | T
v VS YRR e e
TR o I| | [ [1 b
v o | TR TR
) 1 1
0.2 | v WY
—04 |

Figura D.1: Oscilaciones crecientes para las condiciones iniciales
mencionadas.

2l En la pagina de la Wolfram Research se puede consultar por otras aplicaciones simuladas
con el programa. Esta institucion liderada por Stephen Wolfram tuvo influencia en la asesoria
de una conocida serie de television de la cadena CBS , NUMB3RS que duro 6 temporadas

57



Apéndice E

Apéndice E

El siguiente cbdigo extraido de la pagina de la Wolfram Research
[16]nos permite determinar la solucion de la ecuacion diferencial de
segundo orden completa (Ver capitulo 5.2 ecuacion 5.9) para
distintos valores de los pardmetros involucrados en la misma.

Archivo Forced Oscillator with Damping

DPPLot[bb , mn , kk , xinit , B , 0 , tfinal ] := Yodule[{},IClear[t, X, &, u, k, b, n];
With[
{01 - First@DSolve[{x ''[t]+ (bb/ mm) X' [t] + (kk/mm) X[t] = -9.8 + A4/ mmw Cos[owt], X' [0] = 0, X[0] == xinit},
%, {t, 0, tfinal}]}, Plot[Evaluate[x[t] /. sol], {t, 0, tfinal}, PlotRange - {0, tfinal}, {-20, 203},
TnageSize - {425, 350}, InagePadding - {{35, 353, {20, 40}},
AxesLahel - {Style['t", 14, Bold, Ttalic], Style["x(t)", 14, Ttalic, Bold]},
PlotLahel - TraditionalForm[mx' '[t] +bx'[t] +kx[t] = -9.8 + ACos[0t]]]]]

i[i0)= DPPhasePlot[bb , mm , kk , xinit , A , o0 , zoom , tfimal ] :=
Module[{x, t},
Tith[
{z0l = First @MDSolve[{x ''[t]+ (bb/ mm) x'[t] + (ki } mm) x[t] == -9.8 + AA/mmw Cog [0 t], %' [0] =: 0, x[0] - xinik},
x, {t, 0, tfinal}]}, ParametricPlot [{Evaluate[x[t] /. sol], Evaluate[x '[t] /. s0l]}, {t, 0, tfinal},
PlotRange - {{-zoam, toom}, {-zoom, zoom}}, ImageSize - {423, 350},
AxesLabel - {Style['x(t)", 14, Italic, Bold], Style["x'(t)", Italic, 14, Bold] }]]1]

Manipulate[
Column[{Switch[plottype, "position", DPPlot[bb, mm, kk, xinit, AR, oo, time], "phase",
DPPhasePlot[kh, m, Kk, xinit, AR, oo, zoom, tine]],
Style[Row[{"mass - ", i, Spacer[20], "|", Spacer[20], "spring constant = ", kk, Spacer[20], " |", Spacer[30],
"damping = ", hb}], "Label"],
Style[Row[{"driving amplitude - ", AR, Spacer[20], ' |", Spacer[20], "driving frequency = ", ow}], "Label"]}, Center],
{{mm, 2500, "mass"}, 100, 2500, .01, ImageSize - Tiny},
{{kk, 1000, "spring constant"}, 0, 1000, .01, ImageSize - Tiny},
{{bh, 0, "damping"}, -100, 100, .01, InageSize - Tiny},
{{xinit, 0, "initial position"}, 0, 10, ImageSize - Tiny}, Delimiter, "forcing function",
{{in, 3, "amlitude"}, 0, 2+ Pi, .01, InageSize - Tiny}, {{ow, 2, "frequency’, ImageSize - Tiny}, 0, 2P, .01, InageSize - Tiny},
Delimiter,
{{plottype, "position", "plot type"}, {"position', "phase'}}, {{zoom, 10}, .5, 20, ImageSize - Tiny, Enabled - plottype -- "phase"},
Delimiter, {{time, 50}, 0, 200, ImageSize —+Tiny}, SaveDefinitions -+ True, AutorunSequencing -+ {2, 3, §}]

Este programa no solo grafica la solucién (posicién en funcion del
tiempo) sino el plano de fase que se visualizan en las figuras D1 y
D2.La ventaja del codigo descripto es la forma interactiva en que se
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pueden ver las soluciones ya que cada parametro tiene un
determinado rango de valores en que puede ser evaluado.
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Figura D1 : Grafico de la posicion x(t) en funcion del tiempo.
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Figura D2: Diagrama de fase. Evolucion de la variacion de la posicién y la
posicion con respecto al tiempo.
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A continuacion se muestran la tabla de valores escritas en el
programa Mathematica donde la primera componente es el tiempo y
la segunda componente la amplitud de la estructura, todo esto en
53 segundos de video [13].La grafica escrita debajo de estos pares
ordenados nos muestra la representacion de estos puntos en el
plano. Estas mediciones se realizaron mediante sucesivas paradas
del video en intervalos de tiempo de 1 segundo (algunas
explicaciones se detallan en la seccién 5.5).

Archivo datos-video

In[18):=

mpa= data= ListPlot[{{0, 0}, {1, 2.5}, {2, 1.7}, {3, 0}, {4, -1}, {4.5, -1.4}, {5, 0}, {6, 1.4}, {1, 2.6}, {8, 1.9}, {9, 0},
{10, -1.6}, {11, -2.5}, {12, 0}, {13, 1.8}, {14, 2.5}, {15, 0.5}, {16.5, 0}, {17, -1.6}, {18, -2.5}, {19, -0.5},
{20, 0}, {21, 1.8}, {22, 3}, {23, 1.6}, {4, 0}, {25, -1.6}, {26, -2}, {21, -1.6}, {28, 0}, {29, 1}, {30, 3.5},
{31, 1.5}, {32, 0%, {33, -1}, {34, -3}, {35, -1.5), {36, 0}, {37, 1}, {38, 3.7}, {39, 1.5}, {40, 0}, {41, -1.5},
{42, -3}, {43, -1}, {44, 0}, {45, 2}, {46, 4}, {47, 2}, {48, 0}, {49, -2}, {00, -3.5), {51, -2}, {52, -1}, {03, 0}},
bridlines - Rutomatic, AxesLabel - {"tiempo(en sequndos)", "Amplitud{en metros)"}]

Savplinad [ etros)

4
T

D19 ] \

; ettt i segmdos]

Los pares ordenados escritos nuevamente (nombrado con points)
nos permiten determinar mediante el comando Interpolation del
Mathematica obtener una grafica tiempo-Amplitud en ese intervalo
de tiempo. La curva aproximada se determina mediante polinomios
interpoladores de Lagrange o Hermite [11].
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Apéndice F

Archivo datos-video

npop= points := {{0, 0}, {1, 2.5}, {2, 1.7}, {3, 0}, {4, -1}, {5, 0}, {6, 1.4}, {7, 2.5}, {8, 1.5}, {9, 0}, {10, -1.08}, {11, -2},
{12, 0}, {13, 2.7}, {14, 2.5}, {15, 1}, {16, 0}, {11, -1.68}, {18, -2}, {19, -0.5}, {20, 0}, {21, 1.8}, {22, 3}, {23, 1.8},
{M, 0}, {85, -1.6}, {26, -2.5}, {20, - 1.0}, {28, 0}, {29, 1}, {30, 3.5}, {31, 1.5}, {32, 03, {33, -1}, {4, -3},
{35, -1.5}, {36, 03, {37, 1}, {38, 3.7}, {39, 1.5}, {40, 0}, {41, -1.5}, {42, -3}, {43, -1}, {44, 0}, {45, 2}, {46, 4},
{41, 2}, {48, 0}, {49, -2}, {50, -3.5}, {51, -2}, {52, -1}, {53, 0}}

h[if]= aprox = Interpolation[points]

outf) InterpolatingRmetion[{{0., 3.1}, <]

npzz= Plot [aprox[x], {x, 0, 53}, TuesLahel - {"Tiemo(sequndos)" , "Amplitud{ metros)"}]

Aol )
it

3t |
fi A | i [

21| I I|I || || [

Dutf2) lf'm N I T I S O B
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Apéndice G

Apéndice G

Mediante el paquete “NonlinearRegression” o “LinearRegression”
podemos obtener la mejor curva que aproxima a las mediciones
realizadas con el video. La primera aproximacion realizada fue una
funcidbn exponencial, donde el programa detalla la formula
correspondiente y los valores de las ordenadas para esa funcion
mediante el “PredictResponse”.

Archivo datos-video

hfz3)= Needs["HonlinearReqression™" ]

njz4= HonlinearRegress[{{1, 2.9}, {7, 2.6}, {13, 2.7}, {22, 3}, {30, 3.5}, {38, 3.1}, {46, 4}}, a+E*(brx), {a, b}, x,
RegressionBeport - {BestFit, PredictedResponse}]

oufpg {BestFit- 2. 40804 M

, PredictedResponse -+ (2. 4352, 2. 60466, 2.78596, 3.0618, 3.37104, 3.68743, 4.03351) )
w5} HonlinearRegress[{{1, 2.5}, {1, 2.6}, {13, 2.7}, {22, 3}, {30, 3.5}, {38, 3.7}, {46, 4}}, a+E*(b+x), {a, b}, x]

|Estimate heymptotic SE CI
Q]38 {BestFitParameters—; {a-2,40804, b= 0,0112135}, ParameterCITable— a|2.40804  0.050878 [2.27726, 2. 538831

b |0.0112135 0.000671301  {0.00948768, 0.0129392}

f

Fo Sum0ESy Heandy

i
Model 2 71,2038 35,6019
EstinatedVariance - 0, 00724243, A0VATahle - Error 5 0,0362122  0.00724243,
Mncorrected Total 7 71.24
Corrected Total ] 2.09714
|Curvature
) ) ) 1. -0,87872% . Nax Intrinsic 0,0119412
haymptoticCorrelationtat FitlurvatureTahl
FPUPLOACLOLLELALIOIALLLE S | o amema 1.  HLEULVALAEETSEE 2 o Parameter-Effects 0.0508784}

95, % Confidence Region |0.415725

npe= puntos := {{1, 2.9}, {1, 2.6}, {13, .1}, {22, 3}, {30, 3.5}, {38, 3.7}, {46, 4}}

hz7)= ListPlot [puntos, AxesOrigin- {0, 0}]

En las JdUltimas cuatro lineas se muestra con el paquete
“NonlinearRegression” también obtiene la recta de aproximacion.

62



Apéndice G

nE6]= puntos := {{1, 2.5}, {7, 2.6%, {13, 2.7}, {22, 3}, {30, 3.5}, {36, 3.7}, {46, 4}}

In[z7]:= ListPlot [puntos, AxesOrigin— {0, 0}]

s -

out[zF]= 2

10 20 0 40

inze]= Plot[2.408044989342765 » o TFISSISINMSIEESEx py, 0, 40}, AxesOrigin - {0, 0}]

%5 o
.0 o
as5fF
20

Ot [28]=
1.5

1.0

0.5

nfid]= Show[ListPlot [puntos, AxesOrigin-— {0, 0}, AxesLabel - {"Tiempo (sequndos)” , "Amplitud{metros)" }],
Pot[2.408044989342765 » € U o g, 46}, MwesOrigin - {0, 0}, xesLahel - {" Tiempo (sequndos)" , "Tmplitud (netros)"}]]

Huuplid o]

i -

mpE [

nf)= HonlinearRegress[{{1, 2.5}, {1, 2.6}, {13, 2.7}, {22, 3}, {30, 3.5}, {38, 3.7}, {46, 4}}; avx+h, {2, b}, &,
RegressionReport — {BestFit, PredictedResponse }]

nut0)= {BeatFit— Z.33087+0.0353115 %, PredictedResponse + {2, 38618, 2,58805, 2.80992, 3.12772, 3. 41024, 3.69271, 3.9752}}

El detalle que se ve continuacion es aproximar los pares ordenados,
obtenidos a través de las mediciones, mediante una recta con el
paquete “LinearRegression”.
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Apéndice G

Archivo: datos-video

in1]= Heeds["LinearRegression "]

nEz= puntos := {{1, 2.5), {7, 2.6}, {13, 2.7}, {22, 3}, {30, 3.5}, {38, 3.7}, {46, 4}}

nEa= ListPlot[{£1, 2.5}, {7, 2.63, {13, 2.7}, {22, 3}, {30, 3.5}, {38, 3.7}, {46, 4}}]

40
T
36
34
DS S o

30

28

in[z5]:= Regress[puntos, {1, x}, x]

|Estimate &E Tatat P¥alue

Out [25]= {Para.meterTa.ble—; 1 |2.35087 0.0670835 35.0439 3. 56006« 10-7, RESquared — 0.976118, AdjustedRSquared — 0971342,

® |0.0353115 0.0024701 14.2956 0.0000301547

LF SumOESg Meansq FRatio PValue
. . Model 1 Z.04706 Z.04706 Z04. 364 0.0000301547
EstimatedWariance — 0.0100167, ANOVATahle — Frror 5 0. 0500835 0.0100167 }
Total ] 2.08714

nEel= ¥Lx 1 i= 2.35087 + 0. 0353115 + x;

In[z7]= aprox = Plot [¥[x], {x, 0, 46}, AxesOrigin — {0, 0}]

4

Out[37]=

npe)= Show[ListPlot[{{1, 2.5}, {7, 2.6}, {13, 2.7}, {22, 3}, {30, 3.5}, {38, 3.7}, {46, 4}}, AxesOrigin — {0, 0}],
Plot[¥[x], {x, 0, 46}], hxesOrigin — {0, 0}]

4

outze)s 2

10 20 ) 40

Otra forma de determinar un algoritmo para determinar la recta, es
utilizar el Teorema de Cuadrados Minimos [21] que utiliza matrices
para su resolucion. El teorema afirma

Sea A una matriz de mxn y se a b en O".Entonces Ax=b admite
tener una solucion por cuadrados minimos x . Ademas,



Apéndice G

1) X es un solucion de minimos cuadrados de Ax=b si y solo si
X es un solucion de las ecuaciones normales ATAX =A'b.

2) A tiene columnas linealmente independiente si y solo si ATA es
invertible. En ese caso, la solucion de minimos cuadrados de Ax=Db

es Uinica y esta dada por X =(ATA)"ATb .
EL algoritmo propuesto para la determinacion de la recta es

hii= dat = {{1, 2.5}, {7, 2.6}, {13, 2.7}, {22, 3}, (30, 3.5}, {38, 3.7}, {16, 1}};
@)= 7= Length[dat]

hiz]= a= ListPlot[dat, PlotStyle - PointSize[0.02]]

4= plx_]:={1, &}

n5]= a = Table[pldat[[i, 1111, {i, 1, 1}]

o= {41, 1}, {1, 7}, {1, 13}, {1, 22}, {1, 30}, {1, 38}, {1, 46}}

infi]= b =Table[dat[[1, 2]1], {1, 1, T}]

o= {2.5, 2.6, 2.7, 3, 3.5, 3.7, 4}

In[f]= LinearSolve[Transpose[a].a, Transpose[a].b]

o[Fl= {2.35087, 0.0353115}

)= E[x ] :=2.35087+ 0.0353115~x

In[3]:= aprox = Plot[£[x], {x, 0, 46}, fxesLabel — {"t(tiempo en segqundos)", "y{amlitud en metros)"},
PlotLabel - {"La ecuacion de la recta es y=2.35087+0.0353115+t" }]

Show[Plot[£[x], {x, 0, 46}], ListPlot [dat, PlotStyle — PointSize[0.02]]]

in[10]:= Show[ListPlot [dat, PlotStyle — PointSize[0.02], AxesOrigin— {0, 0}],
Plot[f[x], {x, 0, 46}, AxesLahel — {"t{tiepo en segundos)", "y{amlitud en metros)"},
PlotLabel — {"La ecuaciom de la recta es y=2.35087+0.0353115+t" }, AxesOrigin— {0, 0}]]

Si bien nosotros analizamos la evolucion de las amplitudes en
funcién del tiempo con dos curvas de regresion, hicimos hincapié
con un poco mas detalle en la funciébn exponencial (seccion 5.5)
para mostrar cual es el porcentaje de amplitud por segundo en los
momentos finales del puente. El coeficiente de correlacion es
cercano a uno para ambas curvas.
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