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Resumen

El virus de la inmunodeficiencia humana causa un problema que a la fecha no ha tenido solucion.
Si bien el progreso de las terapias antirretrovirales han logrado mejorar la calidad de vida de las
personas infectadas, el virus no ha podido ser eliminado. En este trabajo se muestra cémo por
medio de modelos matematicos representados por sistemas de ecuaciones diferenciales del tipo
presa — depredador se logra describir la evolucidn del virus y cuél es su interaccion con las células
sanas. Si bien las investigaciones realizadas en esta direccion han logrado realizar las simulaciones
numéricas que representan las soluciones del sistema empleando software potentes como Matlab o
el lenguaje IDL , aqui se ensayan posibles soluciones empleando una simple planilla de Excel que
intenta aproximar las soluciones ya probadas en una etapa temprana de la infeccion.

Palabras claves: Sistema de ecuaciones diferenciales, parametros ,modelo presa — depredador,
simulacién numérica , método de Runge — Kutta de orden 4.



Introduccidén

Los modelos matematicos proporcionan un medio riguroso de analisis que describe un fenémeno.
En este trabajo se describe la dinamica del sistema inmune y sus interacciones con el virus de la
inmunodeficiencia humana (VIH) por medio de la presentacion de distintos modelos descritos por
ecuaciones diferenciales ordinarias.

En términos generales el motivo de este trabajo es mostrar la importante influencia que ejerce la
Matematica Aplicada en temas tan trascendentes como el de las enfermedades infecciosas.

Con una exposicion sencilla no se ha pretendido profundizar en temas tedricos sino poner en
relevancia el empleo del Analisis Numérico y Computacional cuando el recurso que permite
obtener una solucion analitica se agota.

En el Capitulo 1 se exponen teorias generales relacionadas con modelos epidemioldgicos y se
describe la estructura del virus de la inmunodeficiencia humana VIH.

En el Capitulo 2 se presentan diferentes modelos matematicos que se han construido entorno al
estudio del VIH — SIDA.

En el Capitulo 3 se analizan dos modelos especificos cuyos parametros se han determinados
clinicamente. En ellos se exponen resultados obtenidos de sus respectivas simulaciones realizadas
en investigaciones anteriores por medio de software potentes como Matlab y el lenguaje IDL.
Asimismo se presenta una simulacion “aproximada” utilizando una planilla de Excel.

En el capitulo 4 se describen las conclusiones y resultados del trabajo , las referencias bibliograficas
y los anexos.



Capitulo 1
Modelos epidemiolégicos y VIH-SIDA

En el presente capitulo se expondran algunas de las teorias generales referidas a modelos
epidemioldgicos y se presentaran caracteristicas generales del virus de inmuno deficiencia humana
(VIH).

1.1 Epidemiologia

Es una disciplina que se encarga del estudio de las enfermedades que afectan a humanos y a
animales.

La epidemiologia matemaética es una de las muchas areas de la biologia y surgio6 por la necesidad de
desarrollar un enfoque multidisciplinario en la busqueda de soluciones en las investigaciones de
problemas biologicos y se fundamenta en modelos que describen la evolucién de sistemas
dinamicos en funcidén de parametros de indole bioldgico o social.

En el transcurso de la historia el ser humano se ha enfrentado a epidemias que devastaron a gran
parte de la poblacidn, provocando grandes cambios demograficos como ha sucedido con el colera o
la peste. En nuestros dias estas cuestiones no han perdido vigencia, como se observa con la
aparicion del SIDA y la gripe A, la malaria, el célera y el tifus.

La epidemiologia tiene por objetivo el estudio de una epidemia a lo largo del tiempo con la
finalidad de poder predecir su comportamiento para poder desarrollar planes de prevencion.

En el siglo XVII , D Alembert describié por primera vez la propagacion de enfermedades
infecciosas por medio de un modelo matematico, sin embargo, uno de los primeros trabajos
publicados fue realizado por Daniel Bernoulli quien en el afio 1760 desarrollé un modelo
matematico de la viruela, no obstante, recién en el siglo XX se comenz6 a desarrollar modelos méas
elaborados en epidemiologia. Un segundo avance lo desarroll6 el matematico Ronald Ross al
explicar el ciclo completo de la malaria humana. Luego se destacé el trabajo matematico de
Kermack y McKendrick entre 1927 y 1939, resultado de éste es el Teorema umbral que afirma que
el ingreso de individuos infecciosos dentro de una poblacion de susceptibles puede originar una
epidemia s6lo si la densidad de susceptibles excede un cierto valor critico o umbral . De modo que
al sobrepasar dicho umbral , sobreviene el brote , en caso contrario, desaparece. Luego de la
Segunda Guerra Mundial comenzaron a aplicarse métodos probabilisticos , dando lugar a los
procesos llamados estocasticos. A finales de la década de 1990 , los fisicos comenzaron a trabajar
en el estudio de redes complejas al observar que era necesario considerar una perspectiva reticular
para comprender la dinamica de enfermedades como el VIH-SIDA. Estos trabajos permitieron
explicar la rpida transmision de enfermedades infecciosas, como es el caso del sindrome
respiratorio agudo grave ocurrido en el afio 2003 en Hong Kong.
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o Resumen:

» 1760. Bernoulli plante6 modelos matematicos empleando ecuaciones diferenciales para
modelar algunas enfermedades infecciosas.

» 1760 — 1902 D’Alembert describi6 la propagacion de enfermedades infecciosas utilizando
modelos matematicos.

» 1902. Ronal Ross describio el ciclo completo de la malaria.

» 1927 — 1939 Kermack y Mckendrick estudiaron las enfermedades endémicas y plantearon
el teorema umbral.

» 1990 Comenzo el interés por comprender la dindmica del VIH-SIDA.

1.2 Modelos epidemioldgicos

En afos recientes, las enfermedades infecciosas como malaria, tuberculosis , VIH-SIDA junto
con la eventual posibilidad del bioterrorismo han ocasionado un impacto econémico y sanitario
considerable. De aqui surge la importancia de emplear métodos cuantitativos basados en modelos
matematicos.

Por lo general un modelo epidemiol6gico se emplea para describir brotes de enfermedades que se
dan en un periodo corto de tiempo, mientras que un modelo endémico se utiliza para caracterizar
una enfermedad que persiste a través del tiempo.

Un modelo matematico se basa en una idealizacion o simplificacion no idéntica de un objeto de
estudio y resulta una descripcion aproximada que permite predecir como se conducira el objeto en
diversas condiciones, es decir que pronostica resultados de futuras observaciones. Su objetivo
principal es describir , explicar y predecir fenémenos y procesos.

Construir un modelo matematico constituye una de las herramientas mas empleadas en biologia,
medicina , bioquimica , epidemiologia , entre otras disciplinas.

Observaciones:

o Lacomplejidad de un modelo depende de la complejidad del objeto a estudiar.

o Se debe precisar claramente el objeto real no matematico sobre el cual se pretende realizar
la investigacion.

o Lainvestigacion se inicia con la formalizacion del objeto, es decir con la construccion del
modelo matematico considerando sus rasgos y propiedades mas importantes representadas
por medio de relaciones matematicas.

o Para un mismo objeto a estudiar se pueden seleccionar distintos modelos siguiendo
requisitos de precision. Al aumentar la precision aumenta la complejidad del modelo.

o La experiencia muestra que en muchos casos la eleccion correcta del modelo significa
resolver mas de la mitad del problema. La dificultad que se presenta en esta etapa es que se
requiere conocimientos matematicos y especiales, por tal motivo en la construccién de un
modelo matematico colaboran usualmente matematicos y especialistas pertenecientes al
ambito al cual pertenece el objeto a estudiar.
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o La complicacion que surge naturalmente es observar que nuestro conocimiento sobre el
objeto es insuficiente.

o La investigaciéon de los problemas aplicados comienza en general con la elaboracion y
analisis de un modelo sencillo que se aproxima al objeto real. En una siguiente etapa se
presenta la necesidad de especificar el modelo para que su correspondencia con el objeto
sea lo més aproximada posible. Estas aproximaciones se va ajustando segun la aparicion de
nuevas informaciones que permiten el empleo de nuevos parametros descriptivos. Con
frecuencia este proceso de desarrollo y especificacion del modelo se repite multiples veces.

Los siguientes items reflejan la importancia de la construccion de modelos matematicos aplicados a
las enfermedades infecciosas:

= Muestra relaciones que a simple vista no son evidentes.

= Permite relacionar elementos que de otra manera no podria lograrse.

= En problemas relacionados con enfermedades infecciosas en muchos casos no es
posible experimentar con la realidad, pues puede ser muy costoso, peligroso, poco ético
y hasta imposible.

= Dificilmente un problema complejo es comprensible sin una minima modelacion, sin
embargo no toda situacion real es susceptible de ser modelada.

= Caodifica el fendmeno en términos de ecuaciones mediante las cuales se pueden realizar
predicciones que dependen de la obtencion de datos experimentales.

= Puede ser utilizado para probar hipotesis que son evaluadas por medio del empleo de
informacion cuantitativa.

En consecuencia, la construccién de un modelo que describa adecuadamente las caracteristicas
basicas de una epidemia se utiliza para predecir resultados al introducir variantes especificas,
siendo una de las funciones primordiales posibilitar el entendimiento de como una enfermedad
infecciosa se dispersa en una poblacién.

Es importante destacar que al modificar los parametros que caracterizan a un modelo se pueden
representar o identificar situaciones imposibles de reproducir experimentalmente.

Un modelo matematico es susceptible de alcanzar mayor nivel de sofisticacion al adicionarle
elementos que exigen una mayor cantidad de pardmetros y mayor ndmero de supuestos. Sin
embargo, muchas veces no se dispone de la informacién confiable necesaria que permita realizar
las cuantificaciones de los parametros por lo que en muchas ocasiones las predicciones o calculos
presentan mucho margen de error. Por tal motivo se sugiere tomar algunos resultados con mucha
cautela. Sin embargo, si bien se cuenta con predicciones poco precisas por la falta de datos, muchos
modelos matematicos son de gran utilidad para seleccionar medidas de control ante una epidemia
que pueda emerger.

Los estudios matematicos son indispensables para identificar procesos de propagacion y permiten
realizar proyecciones de la incidencia y distribucion de la enfermedad en tiempo y espacio. De este
modo, los modelos matematicos proveen un mecanismo para cuantificar variables que afectan a la
dindmica de la transmision de la enfermedad.
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Asimismo, debemos tener en cuenta que si bien el empleo de modelos ha ofrecido grandes avances ,
no debemos olvidarnos de gue estamos en presencia de procesos biolégicos muy complejos por lo
que un modelo presentard una explicacion simplificada del fendbmeno que se estudia.

Por ultimo, cabe mencionar que vivimos en un mundo cada vez mas interrelacionado, donde las
amenazas de brotes de epidemias son mas significativas por lo que es muy importante implementar
politicas de vigilancia epidemioldgica para prevenir y combatir la aparicion de enfermedades
infecciosas.

1.2.1 Clasificacion de modelos epidemioldgicos:

e Modelo deterministico: Es un modelo matemético donde los mismos datos de entrada
produciran exactamente las mismas salidas, no se considera la posibilidad del azar. Estos
modelos s6lo se adecuan a sistemas deterministas, pues en sistemas azarosos y cadticos
estos modelos no pueden predecir adecuadamente la mayor parte de sus caracteristicas. Es
decir, en esta clase de modelos se pueden controlar los factores que intervienen en el
estudio de un fendmeno o proceso del cual se puede predecir exactamente sus resultados.

e Modelo estocastico: Este tipo de modelo esté asociados a sistemas cuyo comportamiento es
no determinista. Un proceso se denomina estocastico cuando su comportamiento es no
determinista y no es posible controlar los factores involucrados en el estudio del fenémeno
0 proceso y en consecuencia no brinda simples resultados Unicos. Cada resultado posible
esta asociado a una funcidn de probabilidad donde a cada suceso se le corresponde un valor
de probabilidad.

1.3 Numero reproductivo basico

El namero reproductivo basico es el parametro R o empleado en epidemiologia y se define
como el numero promedio de infecciones causadas por un individuo infeccioso cuando éste ingresa
a una poblacién de susceptibles a ser infectados.

Hernandez — Suarez propone otra definicién: “ Ro es el niUmero esperado de contactos que un
individuo infeccioso tiene durante su periodo completo de infeccion, definiendo como un contacto
cualquier actividad que pueda causar la infeccion de un susceptible”.

1.4 Principales modelos de las enfermedades infecciosas

(i) Tipos de estados: Clases disjuntas.

o S: Clase de individuos sanos y susceptibles de ser infectados

o E : Clase de individuos infectados en fase latente ( individuos infectados que no pueden
contagiar a los demas)

o |: Clase de individuos infectados que pueden contagiar a los otros

13



o R : Clase de individuos resistentes a la enfermedad (tras recuperarse de la enfermedad o
tras ser vacunados son inmunes permanentemente , removidos de la clase de infectados o se
han recuperado de la enfermedad) , es la clase de recuperados , removidos de las clases
susceptibles — infecciosos.

o M: Clase de individuos con inmunidad temporal a la enfermedad.

Durante el proceso de infeccion los individuos de la poblacion son transferidos a los estados
mencionados.

N : Tamafio de la poblacion (nimero total de individuos de la poblacion) —

— S+E+I+R+M =N

En los modelos epidemioldgicos estandar se parte del supuesto de que los individuos se encuentran
en uno de varios estados posibles. Por lo tanto, en base a dichos estados, la poblaciéon puede
incluirse en alguna categoria.

ii) Modelo centrado en estados

Generalmente este tipo de modelos es deterministico y en él se considera a los individuos que
pertenecen a un estado especifico como un conjunto, en lugar de ser considerado individualmente.

iii) Modelo centrado en individuos

Suele ser un modelo estocastico en el que se estudia el comportamiento de cada individuo. Es
frecuente aplicar en ellos simulaciones numéricas.

iv) Modelo hibrido
Es aquel que combina al modelo estocastico con el determinista.

El acronimo de un modelo indica los distintos estados por los que pasa un individuo. Por ejemplo
el modelo SIR representa que los individuos pueden pasar de susceptible a infeccioso y luego a
resistente. EI modelo SIS, por ejemplo, es ciclico pues los individuos pasan de susceptibles a
infecciosos y de ahi a susceptibles nuevamente.

El modelo que se emplee dependera de los agentes infecciosos mediante los cuales se transmita la
enfermedad y estos agentes varian de una enfermedad a otra.

Los modelos méas importantes son los modelos SI , SIS y SIR . Ellos pueden modelarse en
forma deterministica o estocastica asumiendo en todos ellos que la interaccion entre los individuos
es aleatoria.

14



Ejemplo: La mejor manera de modelar una enfermedad infantil es mediante un modelo SIR puesto
que la infeccion lleva a una inmunidad vitalicia.

Si el agente infeccioso es un virus , Yy los individuos que logran recuperarse de la enfermedad
pasan a un estado de resistencia en el cual ya no pueden ser infectados, en tal caso ,podran ser
estudiados mediante modelos SIR, SEIR, MSIR o MSEIR, dependiendo de la complejidad del
modelo.

En los modelos centrados en estados es importante tener en cuenta la variacion de cada estado y
esta cuestion esta representada por la derivada de los mismos. Asimismo, puede apreciarse que
muchas son las combinaciones que pueden generarse a partir de esta clase de modelos.

o Flujo de nuevos infectados
Representa el nimero de contactos entre ambas poblaciones: la sana y la infectada.

De este modo, el flujo de contagios entre individuos sanos e infectados por unidad de tiempo esta
dado por la expresion:

BSI, donde B>0 es la tasa de contactos por unidad de tiempo. Aqui se
establece la ley de accidn de masas que afirma : la tasa de contactos es proporcional al producto del
numero de infecciosos y sanos (B es la constante de proporcionalidad).

Ademas, los individuos infectados permaneceran en ese estado por un tiempo determinado para
luego pasar el estado de resistencia. Por lo tanto , el flujo del paso del estado infeccioso al resistente
sera

al  (tasa de recuperacion) donde «>0 es la tasa de individuos
infectados que pasan al estado resistente por unidad de tiempo.

Si I(t) es el numero de infectados en el tiempo t , se obtiene

d—|=—al :jﬂz‘[—adt:ﬂnl =—at+Cc=e " =|
dt |
=>ec=1=1(0)=e"c=c=e1(0)=1() (11

Porlotanto 1(t) =€ “.1(0) es el nimero de individuos que quedan en el estado | después de t
unidades de tiempo con una poblacion 1(0).

v) Modelo SI (Susceptibles — Infectados)

En su version determinista, consiste en un sistema de ecuaciones diferenciales

15



ds
az—ﬂ.l(t).S(t)/N

di
S =AIOSOIN

N es el tamafio de la poblacién donde N=S + 1

S, I son dos variables dependientes donde puede observarse que debido a la infeccidn, el nimero de
susceptibles disminuye y el nimero de infectados aumenta, entonces se asume el crecimiento | y el
decrecimiento S es proporcional al producto del nimero de infectados y susceptibles y B es la tasa
de contactos por unidad de tiempo.

La solucién de este modelo muestra que el nimero de individuos infectados que puede transmitir la
infeccion es bajo en las primeras etapas del proceso, mientras que el nimero de individuos
susceptibles es bajo en las Ultimas etapas. En consecuencia, el nimero de infectados experimenta el
mayor crecimiento durante la etapa intermedia del proceso.

Observacién: En el occidente la transmision del virus VIH puede describirse adecuadamente
mediante el modelo SI.

vi) Modelo SIS (Susceptibles — Infectados — Susceptibles) No hay inmunidad después de la
infeccion.

Un modelo SIS sefiala que los individuos pasan del estado susceptible a infeccioso y luego a
susceptible nuevamente.

Este modelo puede describirse como un sistema de dos ecuaciones diferenciales:

ds

" —BA®)SE)/N +p.1(t)

di
el AICRICTLESAIU

donde B,y son constantes

Las ecuaciones para el modelo SIS difiere de la del modelo SI pues aparece el término v. I(t) que
representa el ritmo al que los individuos se convierten en susceptibles o se recuperan de la
enfermedad.

vii) Modelo SIR (Susceptibles — Infectados — Resistentes)

Se recuerda que estos modelos se encuentran centrados en los estados por los que pueden pasar los
individuos y se los considera en un periodo muy corto de tiempo por lo que no se incluyen las
muertes y nacimientos o bien se asume que la tasa de natalidad y de mortalidad son iguales.
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En este modelo los individuos pasan de susceptibles a infecciosos y de ahi a resistentes. En su
forma maés simple puede formularse como un sistema de ecuaciones diferenciales:

[ ds
&= AUOSO)N

A

.%zﬁUMSMMN—NG)

dR
halEY S
at 7. 1(t)

Donde N=S+I+R

(t)
N
infectado y si S(t) es el namero de susceptibles en una poblacion en el tiempo t entonces
510
N
individuos susceptibles.

Ademas S representa el nimero de contactos que una persona tiene con un individuo

S(t) es el numero de nuevos casos de la infeccion por unidad de tiempo debido a los

Ademas se observa que el nimero de contactos no varia a través del tiempo , aunque este
parametro puede cambiar de acuerdo a la estacidon del afio, como ocurre en las enfermedades
infantiles en las que la tasa de contactos disminuye en vacaciones y aumenta durante el ciclo
lectivo.

A continuacion, se analiza la construccién de la tercera ecuacion:

. ., 1 . .
En este caso es necesario tener en cuenta la expresion — que representa el periodo promedio de

la infeccion, por lo tanto . I(t) es la tasa a la cual las personas infectadas salen de su estado.

Este modelo asume que un individuo una vez infectado adquiere inmunidad permanente después de
haber sido infectado , por lo tanto los individuos que salen del estado R no volveran a ser

. . dR
susceptibles , luego la ecuacion resulta: ot = 7.1(t)

La solucion de este modelo describe una grafica en forma de S y muestra una tendencia a
prolongarse en cero infectados a través del tiempo.

El modelo SIR es muy utilizado para describir el comportamiento de enfermedades infantiles pues
luego de la infeccion el nifio adquiere inmunidad permanente.
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Estos tres modelos admiten sus versiones estocasticas y pueden adaptarse a las caracteristicas de las
distintas enfermedades, ademas ellos pueden mostrar a nuevos individuos que entran en la
poblacion por nacimientos o individuos que abandonan la poblacion por muerte o migracion.

Es importante tener en cuenta que cada enfermedad tendra propiedades epidemioldgicas diferentes
que describiran el tiempo en que cada individuo permanezca en cada estado.

Estos modelos también poseen limitaciones , pues asumen la existencia de una poblacién
homogénea , es decir, con los mismos habitos socioecondmicos y sin distribuciones segun edades.

Las ecuaciones correspondientes también pueden plantearse como

dl dR
— S| : — = fS] - : — = en donde:
5 dt g 7 dt

das
dt

» Los individuos susceptibles son infectados al entrar en contacto con individuos enfermos a
una tasa BSI

» Una vez infectados se recuperan de la enfermedad a una tasa y I .

» Latasa B es el nomero de contactos que un individuo tiene por unidad de tiempo 0 mas
precisamente definido, B es la tasa de infeccion y es el producto de dos constantes , ¢ la
probabilidad de infeccion por contacto infeccioso, y ¢ es el nimero de contactos per capita
por unidad de tiempo, es decir = ¢.C.

» v es latasa de curacion o adquisicion de inmunidad.
» Los parametros son estimaciones a partir de los datos disponibles.

Se observa que éste es un ejemplo simple en comparacion con la complejidad que posee un proceso
epidemiologico y resulta una “fotografia” simplificada de la realidad que resalta un pequefio
conjunto de procesos que ocurre cuando un agente infeccioso invade a una poblacion.

Observaciones:

o Que un modelo sea sencillo no implica un descuido en la definicidn de sus pardmetros.
o Los modelos deterministicos SIR suelen ser los més adecuados para enfermedades cuyos
agentes infecciosos son virus.

Generalmente B , la tasa de infeccion , es dificil de estimar, sin embargo 7y Yy el parametro Ro (
numero reproductivo basico) son mas sencillos de estimar.
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1.5 Tiempo de infeccion

Supongamos que un agente infeccioso invade una poblacion en el tiempo t =0 y que todos los
individuos infecciosos suman una cantidad lo . Si la dindmica de la epidemia esta regida por

(ds
= — _ S|
dt 5
dl
= fAS| -
< = A
dR
a7
. L . ) . o di(t)
Ademas, la poblacion de enfermos aislada esté descrita por la ecuacion TS =yl con 1(0) =lo
I(t)=1,e7"
de donde resulta que ( ) 0 segtn el resultado (1.1
1(0)

De aqui W representa la fraccién de la poblacion infectada original que permanece infecciosa t

unidades de tiempo después de que la transmision fue detenida (inicio del aislamiento). Esta
fraccion puede tomarse como un estimador de la probabilidad de permanecer infectado t unidades
de tiempo después de haber sido aislado.

Se define a continuacion la funcion diferenciable :
F(t)=1-¢™"

que representa un complemento , es decir, la fraccion de la poblacién que ha dejado de ser
infecciosa en el tiempo t. Suponiendo que esta fraccion estima la probabilidad de haber dejado de
ser infeccioso en el tiempo t, entonces F(t) es una funcion de distribucidon cuya funcién de
densidad se obtiene derivando a F(t) :

aF
at °

De este modo , es posible estimar el tiempo promedio que un individuo permanece en el estado
infeccioso mediante la integral:
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]O y.e " tdt
0

Solucion:

% ; 1 1 ’ 1 ’
_[;/.e'}" tdt=lim J‘y.e"‘ tdt=lim _, y.[t.(—}e‘ﬂ — '[7-6_%“} =lim H—t - —J.e"‘} =
0 0

7/ 0 }/ 0
= lim p%{(— p —EJ.em —(Llﬂ 1
e Y e

Por lotanto — es el tiempo promedio de duracion de la enfermedad (tiempo de infeccion).
/4

El parametro Ro ( numero reproductivo basico) es laborioso de estimar y se recuerda que es el
promedio de infecciones secundarias que ocurren cuando un individuo infectado se introduce en
una poblacion totalmente susceptible. Ro es el umbral que determina si la infeccion se transformara
en epidemia o no.

Si Ro > 1 significa que en promedio cada individuo infeccioso, en el inicio del proceso de
contagio, infecta a mas de un nuevo individuo de donde se producira un brote epidémico.

Si Ro< 1 cada individuo infectara en promedio a menos de una persona y en consecuencia no
habréa brote epidémico y el virus desaparecera de la poblacion.

Para finalizar este apartado, que muestra la composicion de los modelos epidemiol6gicos mas
usuales, cabe destacar que dada la compleja naturaleza de la dinamica de transmision de ciertas
enfermedades infecciosas, también existen otros modelos. Por ejemplo, en los Gltimos afios se han
empleado modelos SIR basados en el método Montecarlo, modelos de cadenas de Markov , los
modelos espaciales aplicando inferencia bayesiana, teoria de redes de transmision, modelos de
urnas, modelos ARIMA (Autorregresive Integrated movingb Average) ,entre otros.

1.6 Virus de la inmunodeficiencia humana

El virus de la inmunodeficiencia humana (VIH) es un lentivirus, esto significa que su periodo de
incubacion es muy largo caracterizandose por este motivo por la demora con que aparecen los
sintomas de las infecciones que produce. Es decir , se caracteriza por un largo periodo
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asintomético. Luego de un tiempo de destruccidén celular, genera el desarrollo tardio de la
enfermedad.

Este virus es el causante del Sindrome de Inmunodeficiencia Adquirida (SIDA) que fue
descubierto por el equipo de Luc Montagnier en Francia en 1983. Sin embargo, la Organizacion
Mundial de la Salud, reportd que las pruebas tempranas de la infeccion fueron halladas en un ser
humano en Zaire (Africa Central) en el afio 1959, aunque desde 1981 se detectaron los casos mas
importantes. Desde su aparicion, se ha convertido en una de las epidemias mas peligrosas que
amenaza a la humanidad de nuestros dias. Entre 1981 y 2007 , el SIDA causé la muerte de
aproximadamente 25 millones de personas en todo el mundo y ese mismo afio, 33 millones
aproximadamente estaban contagiadas con VIH. La zona més afectada por la pandemia es Africa ,
region que presenta los indices méas altos de mortalidad por SIDA concentrando el mayor nimero
de nuevos contagios.

En cuanto su origen, existen varias teorias. Una de ellas hace referencia a un estudio realizado en
un laboratorio de un hospital de Oxford, Inglaterra, en el cual pudo originarse involuntariamente
al realizarse investigaciones sobre la malaria a comienzos del afio 1900, otros autores sostienen que
esta teoria es poco confiable pues en esa época probablemente no se podrian realizar
manipulaciones genéticas.

El VIH es muy parecido a un virus que ataca a los primates del cual se conocen distintas cepas, por
lo que algunas teorias apuntaron en este sentido a suponer que la transmision pudo haberse
originado a través de ellos.

1.6.1 Ciclo de vida y estructura

Un virus es un agente infeccioso microscépico acelular que se multiplica dentro de las células de
otros organismos, a diferencia de una bacteria que es un microorganismo unicelular.

Existen diversas familias de virus , las principales son ADN virus , ARN virus y retrovirus. El
ADN (Acido Desoxirribonucleico) es un acido nucleico. Los &cidos nucleicos almacenan la
informacidn genética de los organismos vivos siendo dos los mas importantes: el ADN y el ARN
(Acido Ribonucleico). La funcién primordial del ADN es almacenar informacion a largo plazo.

Los virus poseen una gran variedad de estructuras y su material puede constar de tres a varios
cientos de genes constituidos por el Acido Desoxirribonucleico ADN.

La familia de los retrovirus tiene la caracteristica de almacenar su informacién genética en una
forma particular de ARN no compatible con la estructura genética celular, por tal motivo , debe
transcribir dicha informacion a otra molécula capaz de ser leida por la célula invadida.

Este proceso se logra por medio de una enzima viral que cataliza o aumenta la velocidad de la
reaccion quimica y transcribe la informacion viral con formato ARN a otro con formato ADN,
conocida con el nombre de transcriptasa reversa por convertir ARN en ADN. Es decir que los
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retrovirus insertan su informacion genética en la célula huésped por medio de la accion de la
transcriptasa reversa.

Desde su ingreso a la célula huésped se liga a un receptor llamado CD4 y a uno de los co-receptores
T CD4 y la cadena simple de Acido Ribonucleico (ARN) viral se transforma en una doble cadena
de Acido Desoxirribonucleico (ADN) por la accién de la enzima transcriptasa reversa que forma
parte del virus, es decir, después de la fusion, el virus libera ARN, su material genético, dentro de
la célula huésped y por medio de la enzima transcriptasa reversa se convierte la cadena simple de
ARN virico en una cadena doble de ADN virico. La integrasa y otros factores actuan para que el
ADN del virus se fusione con el ADN de la célula huésped. La integrasa es una proteina que se
encuentra en el virus y por medio de ella el ADN virico se ubica dentro del ADN de la célula. El
ADN del virus integrado se llama provirus y puede permanecer inactivo por varios afios sin generar
nuevas copias 0 generar muy pocas. La doble cadena se divide y forma el nuevo ARN que
contiene informacion para la produccion de las particulas que constituiran los nuevos virus. Estas
particulas son seccionadas para dar origen a otras partes de los nuevos virus , la enzima que realiza
este proceso es la proteasa. Luego ocurre, en varios pasos, la integracion . En uno de ellos la
integrasa reconoce el nuevo ADN vy se adhiere a él , lo obtenido se transporta al nucleo de la célula
donde esta estructura se desintegra y esto da lugar al siguiente proceso: la transferencia del ADN.
Los extremos del ADN viral se unen al ADN de la célula quedando integrado en el ADN celular.
En una Gltima etapa el nuevo virus toma parte de la envoltura exterior de la célula. A esta envoltura
le nacen combinaciones de proteina y azlcar que son necesarias para que el virus se una al CD4 y a
los co- receptores, asi se generan nuevas copias que pueden pasar a infectar otras células.

En la actualidad se conocen dos variedades de VIH: VIH1 y VIH 2. El VIH 1 es mas virulento
que el VIH 2 y es el causante de la mayoria de la infecciones por VIH. ElI VIH 2 es menos
contagioso y se encuentra en paises de Africa. Sin embargo el VIH es un virus de mutacion rapida
gue ha desarrollado varias cepas . Hay tantas cepas que los cientificos no han intentado contarlas.
De aqui la peligrosidad de las reinfecciones pues un mismo individuo puede alojar mas de una cepa
, complejidad que se suma al momento de suministrar una terapia adecuada para estos casos.

El virién contiene informacién genética bajo la forma de ARN 'y esta protegido por una membrana.

Un virién de VIH tiene forma aproximadamente esférica con un didmetro de 80a 100 nm, 1 nm=
1 nanémetro = 10° m . En el exterior posee una bicapa lipifica . Tiene ademas, 72 prolongaciones
formadas por glicoproteinas que actdan en la unién del virus con la célula huésped. Posee una capa
intermedia constituida por la nucleocapside icosaédrica. Una capa interior con forma de cono
truncado esta constituida por el ARN viral y por la nucleoproteina . Cada gen del ARN codifica las
diversas proteinas que necesita el virus para reproducirse.

La retrotranscripcion es un proceso propenso a errores que provocan la aparicién de numerosas
mutaciones con las cuales se generan a lo largo de una infeccion con un retrovirus , numerosas
cepas del mismo.

o Resumen: El virus del SIDA posee un cdédigo genético que esta cifrado con ARN vy utiliza
la maquinaria genética de la célula que infecta para producir copias de si mismo. EI VIH es
una cépsula de proteina que posee en su interior su cadena de ARN y otras proteinas que
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utiliza para replicarse una vez dentro de la célula huésped. Como las células humanas
tienen su codigo genético escrito con ADN el virus debe traducir la informacion de su
ARN para que el ADN de la célula infectada lo comprenda. En este proceso intervienen
distintas enzimas por lo que las terapias para su control estan dirigidas a inhibirlas para que
el virus no pueda replicarse, dichas enzimas son la transcriptasa reversa y la proteasa.

El VIH no es una célula ni puede reproducirse fuera de ella, su informacion genética esta en
dos cadenas idénticas de ARN y emplea el aparato reproductor de la célula que invade a fin
de producir copias exactas de ARN transcribiéndolo a ADN. EI ADN viral , de doble
cadena, emigra al nicleo de la célula invadida y se intercala en su genoma con ayuda de
otra enzima viral, la integrasa. Asi se integran el ADN viral y el ADN celular. De este
modo , cuando la célula invadida recibe un estimulo para reproducirse, el ADN proviral se
transcribe y forma ARN viral y se sintetizan nuevas particulas virales.

Fig. 1 Corte del virus VIH

(*) Extraido de Wikipedia, La enciclopedia libre. Fecha de consulta : enero 20, 2014 de http:
/les.wikipedia.org/wiki/virus_de_la_inmunodeficiencia.
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1.6.2 Las defensas

Si un virus invade a una célula huésped , puede alterar sus funciones o puede permanecer en
forma latente por un largo periodo. Ademas, cada vez que una célula huésped infectada se divide
produce copias virales las cuales tienen la capacidad de infectar a otras.

Existen varias lineas de defensas contra los virus. Una de ellas esta formada por los fagocitos que
son células de la sangre con la facultad de captar microorganismos y fagocitarlos con el fin de
eliminarlos. Otra linea de defensa estd formada por los linfocitos. Un linfocito es una célula
linfatica que se originan por medio de células linfoides presentes en la médula 6sea y que luego se
trasladan a 6rganos linfoides como el timo, ganglios linfaticos y bazo. Existen dos clases de
linfocitos : T y B. Los linfocitos T colaboradores son muy importantes para maximizar la
capacidad de defensa del sistema inmunoldgico, sin embargo no pueden por si solos eliminar la
infeccion, por lo que sin la ayuda de otras células inmunitarias no podria combatirla. Los linfocitos
T dan sefial a los linfocitos B para producir proteinas llamados anticuerpos, adhiriéndose al agente
infeccioso para neutralizarlo. Un subgrupo de linfocitos T son los CD4 (Cdmulo de diferenciacion
4). Las células CD4 regulan la actividad de las células asesinas naturales (natural killer cell) que
destruyen a las células infectadas o cancerosas, sin embargo también pueden destruir a células
sanas. Estas células también regulan a otro subgrupo de linfocitos : CD8 que poseen una funcion
similar a las células CD4. También existe otro tipo de célula CDS8, son los Ilamados supresores,
encargados de inhibir la respuesta inmune cuando ya no es necesario el trabajo de defensa.

El VIH destruye estas células al replicarse a gran escala. Aunque hay una produccion de
anticuerpos éstos no parecen neutralizarlos debido a que tiene la capacidad de ocultarse dentro de
las células que infecta . Otro inconveniente importante que presenta es que puede modificar su
estructura, es decir, puede mutar.

1.6.3 Fases
La infeccion por VIH, sin tratamiento adecuado, se presenta en distintas fases:

e Fase aguda: Se inicia en el momento del contagio a través de fluidos corporales. De modo
que el virus infecta las células expuestas y a los ganglios linfaticos. El tejido linfoide
asociado a los intestinos constituye el principal lugar donde se produce su replicacion por
la existencia de un alto porcentaje de linfocitos T CD4. Un gran porcentaje de personas
no presentan sintomas pero entre un 40 % y 80 % si presentan sintomas cuyo cuadro
clinico es similar al de una mononucleosis. La infeccién aguda puede aparecer entre dos y
seis semanas luego de la exposicion al virus.

e Fase cronica: Es el periodo asintomatico en el cual el virus se replica activamente.
Resulta asintomatico porque el sistema inmune tiene una gran capacidad para regenerar
las células destruidas por el virus. Sin tratamiento el sistema inmune se desgasta en un
plazo aproximado de 5 a 10 afios pues el virus continla replicandose de manera
constante, aumentando la carga viral del portador y disminuyendo la capacidad de
recuperacion del sistema inmune.
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e Sindrome de Inmunodeficiencia Adquirida (SIDA): Sin tratamiento la mayoria de los
portadores desarrollan este sindrome luego de un plazo asintomatico de entre 5 a 10 afios ,
aproximadamente . De esta manera , el portador , es victima de enfermedades
oportunistas que lo conducen a su muerte. El criterio para diagnosticar la progresion al
SIDA es un recuento de linfocitos T CD4+ menor a 200 células/mm?2 (en un adulto sano el
recuento de linfocitos T CD4+ es de 1000 células/mm?®). La presencia de tuberculosis,
varicela de Zoster, sarcoma de Kaposi son también considerados indicadores validos de la
progresion.

Observacioén: Existe un pequefio porcentaje de personas que son inmunes al VIH en
forma natural.

1.6.4 Farmacos

Los medicamentos antivirales constituyen los llamados farmacos antirretrovirales para el
tratamiento de infecciones por retrovirus. El conjunto de varias combinaciones de tres o cuatro
farmacos se conoce con el nombre de Terapia Antirretroviral de Gran Actividad (TARGA).

Algunas mutaciones del virus original son superiores al virus base y puede ocasionar que el virus
resista al tratamiento antirretroviral, por lo que es conveniente lograr la supresion maxima del virus
pues si se reduce la cantidad de copias se reduce también la tasa de mutacion.

El primer antirretroviral aprobado por la Administracion de Alimentos y Medicamentos de los
Estados Unidos (U,S, Food and Drug Administration , FDA) , el 19 de marzo de 1987, fue
zidovudina , su sigla es AZT. Este medicamento actla directamente bloqueando la transcriptasa
reversa, enzima sin la cual el virus no puede replicarse.

Para evitar el ciclo replicativo del virus , los farmacos antirretrovirales actian inhibiendo
principalmente la trancriptasa reversa y la proteasa evitando la formacion de las proteinas
estructurales del VIH, necesarias para la formacion de particulas virales. Es decir, la accion de los
medicamentos sobre estas enzimas es de fundamental importancia para evitar la replicacion viral.
En resumen, hay dos etapas criticas fundamentales en el desarrollo de los antirretrovirales, una se
refiere a las enzimas que posibilitan que el virus pueda traducir su informacién de ARN a ADN,
proceso de traduccion realizado fundamentalmente por la transcriptasa reversa. Sin embargo , antes
de que los virus producidos por la célula puedan ser infecciosos, capaces de infectar otras células
una vez liberados en el plasma, es necesario que ciertas proteinas se incorporen a la capsula de
proteinas que contiene su ARN, para ello es necesario la intervencion de las proteasas. En
conclusion, los antirretrovirales inhibidores de la transcriptasa reversa evitan la infeccién de nuevas
células y eliminan el virus, mientras que los inhibidores de proteasa producen virus, pero son
incapaces de infectar nuevas células.

En el proceso de mutacion, los viriones de cepas resistentes a los farmacos empleados,
eventualmente aparecen y proliferan hasta ser mas numerosos que los viriones de la cepa original
por lo que las cepas resistentes dominan el organismo aumentando la carga viral ,de este modo, el
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tratamiento fracasa (tratamiento sin adherencia). Por lo tanto, la principal dificultad a la que se
enfrentan los tratamientos antirretrovirales es la alta variabilidad del VIH.

Si aparece una cepa resistente a una de las drogas que se utiliza, no es sélo resistente a ella, sino
también a drogas con funcionamiento similar. Esto origina un fallo virolégico que conduce a la
inmunodeficiencia. Habitualmente, frente a un fallo virolégico , se indica otra combinacién de
drogas para la cuales no se haya desarrollado resistencia, hasta el punto en que no hay mas
combinaciones disponibles que eviten la progresion a la inmunodeficiencia.

Estudios clinicos han revelado que la implementacion de la terapia antirretroviral a pacientes
infectados provoca una rapida disminucion exponencial inicial del virus en plasma , seguida de una
disminucién mas lenta también exponencial que conduce a niveles indetectables del virus .

En resumen, los modelos matematicos tienen por objetivo predecir, explicar y describir
fendmenos. Gran parte de ellos se expresan mediante un sistema de ecuaciones diferenciales que
involucra el problema de tratar de resolverlo. En general, estos sistemas no tienen solucion
analitica , por tal motivo se utilizan métodos que pertenecen al &mbito del analisis numérico. EI mas
empleado es el de Runge Kutta de orden 4.

El presente trabajo tiene por objetivo describir el comportamiento de las variables que explican la
evolucion del virus de inmunodeficiencia humana por medio de la modelizacion matematica vy el
analisis numérico.
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Capitulo 2
Modelos matematicos del VIH-SIDA

En el presente capitulo se presentaran trabajos publicados relacionados con el tema de estudio
propuesto: modelado matematico en el estudio del VIH-SIDA.

Desde la década de 1980 se han construido modelos matematicos del virus de la inmunodeficiencia
humana. Existen diferentes enfoques matematicos para modelizar el comportamiento de este virus
teniendo en cuenta los diferentes aspectos que lo describen. En un principio la Estadistica era la
herramienta mas importante utilizada para comprender la dindmica de la enfermedad, aunque esta
disciplina aln desempefia un papel muy importante , la aparicion de otros enfoques, como las
versiones estocasticas de modelos de VIH o los modelos deterministicos han desplegado estudios
que exploran otras areas de la matematica, como las ecuaciones diferenciales ordinarias 0 las
ecuaciones diferenciales en derivadas parciales. Estos modelos dependen de una serie de parametros
que se estiman a partir de datos experimentales y pueden ser ajustados para obtener resultados
compatibles con los datos clinicos.

2.1 Modelo matematico de la propagacion del SIDA

El objetivo de esta seccion es presentar un modelo  deterministico que describe el
comportamiento de la enfermedad en una poblacion de alto riesgo (poblacion homosexual). En
este modelo intervienen diferentes parametros que pueden modificarse.

Se considera una poblacion variable N(t) ,siendo t el tiempo (t > 0) y cuatro clases disjuntas S(t) ,
I(t) , A(t) y Z(1).

La densidad o numero promedio de habitantes est4 dado por:

= S(t) : Numero de susceptibles en un tiempo t (homosexuales no portadores del virus).

= |(t): NOmero de infectados después del un tiempo t (homosexuales VIH positivos o
Seropositivos).

= A(t) : Numero de pacientes con SIDA.

= Z(t) : Numero de seropositivos que no desarrollan sida.

Ademas: N(t) = S(t)+ I(t) + A(t) + Z(t) donde S ~ N para t=0.
A continuacion se definen los parametros:

e | : tasa de mortalidad (cualquier individuo de la poblacion puede morir por causas
naturales, independientes del SIDA).

e B : tasa de inmigracion constante en la cual ingresan susceptibles en la poblacién
homosexual.

e d:tasa de mortalidad por causa del SIDA.
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e X es la probabilidad de adquirir la infeccion en un soélo contacto. (A es proporcional a la
razén entre nimero de infectados y el nimero total de individuos dentro de la poblacion :

[
vl
N
e p:indica la proporcidn de seropositivos que desarrollan el SIDA.
e Vv : es la cantidad de individuos de la clase de infectados se convierten en enfermos de
SIDA.

Observaciones:

(1) Se supone que los infectados y los susceptibles interactian homogéneamente. Ademas, la
probabilidad de adquirir la infeccion aumenta al aumentar el nimero de parejas sexuales, llamado
C.

(2) Se supone también que se aisla la poblacion correspondiente a la clase A.

Diagrama del modelo Anderson:

v 1 Muerte natural

v

S : susceptibles

Ac
M
v
Infectados VIH positivos —»  Muerte natural
pv
M 1 Muerte natural
_
Muerte natural SIDA A Seropositivos tesistentes

Z

Muerte a causa del SIDA

Este diagrama queda representado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:
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/E=B—y3—zcs A=
dt N

dl
—=AcS - (u +Vv)l
at (u+V)

{

—A= pvl —(d + x)A

1)

dt
92 _-pwi—z N =SOHOAGZE) , 0
dt
\_
Ademas:
dN _dS a1 [ dA A2 B 5 4eS+AcS — sl —vi + pvl —dA— A+ vl — pvl — 1Z = B — 1N — dA

_ = — 4 —
dt dt dt dt dt

dN L
— o =B - uN —dA por lo tanto la poblacion N no es constante.

Si se considera la segunda ecuacién del modelo, se tiene:

dl _ AelS

it N —(u+v)l = (pc—u-V)lI cuando t—0

ademas, si se tiene en cuenta que el periodo de latencia es corto con respecto al periodo de vida

1 . . 1 -
natural (— pequefio en comparacion a — ) se puede escribir:
v H

dl
a~(ﬁC—V)|

(1) Estrada Hernan, Mantilla Ignacio, Estudio de un modelo matematico para la propagacion del
SIDA, Santafé de Bogota, Colombia , Revista Académica Colombiana Cientifica , Vol, XIX,

NUmero 72, 1994.
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Solucioén:
d

TI = I(,Bc —vidt=1Inl =(Bc-vit+c= e —t) =eF Ve —e* Ve 1(0)=c=

1(t) = 1(0).e "

pc

Por lo tanto, si R =-—>1 la epidemia se extiende (el nimero inicial de infectados crece), R es el
v

namero reproductivo basico.

Para el sistema de ecuaciones diferenciales dado , se pueden obtener las soluciones N*'S™, I, A* 'y
Z" , para las cuales se estabiliza el sistema , es decir la densidad de poblacion es constante para
cada clase. Por lo tanto , igualando a cero las derivadas, se obtiene:

%:o:ms—(wv)l :o:%cs—(wv)l 0o s WHVIN_(utvN o (ur N

plc e pc

d—A=0:> pv|-(d+y)A=o:>|=M:>|*=M

dt pv pv
‘l—fzo:(l— oM —4Z =0=Z =—(1_5)V' =7z =—(1_';)‘"*
Ademas, el equilibrio del sistema se obtiene por A" = %
Por lo tanto, la poblacion total en equilibrio , resulta :  N*= S™+I*+A*+Z* que describe el

comportamiento de cada clase transcurrido un periodo considerable de tiempo.

Aqui se supone que los pardmetros que intervienen no se modifican y una vez estimados pueden
obtenerse estas cantidades N*, A* , S* , I* y Z* que estabilizan el sistema a largo plazo.

Observacion: Comprender la dindmica del virus VIH (la dindmica alude a la evolucion de la
infeccion y su relacion con el sistema inmunoldgico) es complejo pues existen una gran cantidad de
variables y pardmetros asociados a la enfermedad.
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2.1.1 Simulacion numérica y algunos resultados

Es posible resolver este modelo constituido por un sistema de ecuaciones diferenciales de primer
orden, empleando el método de Runge- Kutta de orden 4 . Método que se detalla en la seccion de
Anexos.

En este trabajo , para lograr la solucion numérica del sistema, se considerd una poblacion
homosexual de 100000 individuos (N(0)=100000) , S(0)= 99999 (un Unico individuo seropositivo
parat=0), I(0)=1, A(0)= Z(0) = 0, B = 1000 (constante). Con estos valores iniciales se obtuvieron
las diferentes curvas N(t), I(t), Z(t) , A(t), S(t) en un periodo de 60 afios , que se generaron a partir
de una variacion de parametros. Por ejemplo, con los parametros antes mencionados , se pudo
mostrar que la poblacion susceptible presenta un decrecimiento pronunciado en los primeros 20
afios y luego tiende a estabilizarse . En los primeros 25 afios el nimero de individuos gque no
adquieren SIDA es creciente pero luego de este lapso presenta un decrecimiento lento; mientras
que la poblacion total se manifiesta en un continuo decrecimiento a través de los afios.

2.2 Modelo epidemiologico de la dinamica de propagacion del VIH

En esta investigacion se describe la dinamica de propagacion del VIH en términos de un modelo
determnistico representado por ecuaciones diferenciales.

Las funciones deterministicas en funcion del tiempo son:

e S(t) : nimero de susceptibles a la enfermedad en el tiempo t
e I(t) : nimero de infectados en el tiempo t

.
2

) 2

dl

— = fAS1 —al

\dt p “

Donde B es la probabilidad de infeccion por contacto sexual con un individuo infectado y o es la
razén a la que un individuo infectado desarrolla VIH avanzado.

Para resolver este sistema de ecuaciones diferenciales, pese a ser un modelo muy sencillo, hay que
utilizar métodos numéricos , donde las ecuaciones se adectan a condiciones iniciales referidas al
numero inicial de personas susceptibles a la infeccion : S(0) y al nimero inicial de personas
infectadas: 1(0).

(2) Ponciano Juan, Modelos Matematicos epidemioldgicos para Guatemala, caso VIH |,
Guatemala, Universidad Rafael Landivar, 2011.
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2.3 Modelos matematicos sobre el comportamiento del VIH y su dindmica
poblacional

En este estudio se plantean diferentes modelos matematicos ya formulados en experiencias
anteriores.

Descripcion de variables :

e V(t): es la concentracion del virus VIH — 1. Valor inicial: V(0) = Vo es la concentracion
de VIH — 1 en el momento de iniciarse la terapia.

e P(t): es una funcion que representa la razén de produccion del virus.

e T(t): es lapoblacion de células conductoras no infectadas (células CD4 que luego de ser
infectadas pueden producir nuevos virones)

e T7(t): es lapoblacion de células infectadas

2.3.1 Modelo simple

El siguiente modelo se ha obtenido a partir de datos sobre pacientes con un periodo corto de
tratamiento con medicamentos antirretrovirales , donde la funcion V(t) cae exponencialmente.

@ _
dt

P-cV

donde el parametro ¢ es la tasa de eliminacion del virus (constante) , P es la tasa de produccién
viral y V', lacarga viral en particulas de virus por milimetro cubico.

Este es un modelo muy simple debido a que posee muchas restricciones.

Solucién:
dd_\t/: P—cV :J.P(ivcv =J'dt:%1ln(P—cV)=t+k e “k=P-cV :V(t):%(P—k.eC‘)

2.3.2 Modelo con incorporacion de produccion viral

Para mejorar el modelo anterior se debe incorporar la produccién viral por lo que se necesita
modelar la interaccién entre las células atacadas por el virus por medio de las cuales el virus se
puede reproducir. En este proceso puede reconocerse dos tipos diferentes de células T: las no
infectadas (T) y las infectadas que producen virus (T7).Aqui se considera la poblacién de células no

infectadas : Este modelo esta dado por la siguiente ecuacion:
dT T

—=s+pT|1-—|-d,T

dt T i
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donde

s: es latasa de produccion de células T

e p: eslatasa maxima de produccion de células T

e Tmx : s la densidad de poblacion de células T a la cual tiende la funcién de
produccién de células T

e dr: eslatasa de mortalidad de las células T

Tmax puede decrecer si la poblacion T alcanza este valor, por lo tanto se impone la restriccion
dT . Tméx >SS
El estado estable de esta ecuacién esta dado por

T4 4s
T ﬂ{p—dT +y(p-d; ) s

2.3.3 Modelo de terapia con drogas

Los medicamentos que reducen la carga viral , inhiben la enzima transcriptasa reversa empleada por
el virus para integrar su material genético a la célula huésped y son también inhibidores de la
enzima proteasa que permite desarrollar la proteina que el virus necesita para poder replicarse.

Un modelo que se ajusta a los tratamientos con drogas es el siguiente:

(
dT T
—=s+pT|l-— [-d, T
dt p( T J !

max

dT” .

| R
d—V= NoT  —cV

\ dt

(3) Lopez Cruz, Roxana, Modelos matematicos sobre el comportamiento del virus HIV, Per(
,Notas del Instituto en Ciencias Matematcas , 2000
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s : es la tasa de produccion de células T

p : es latasa de maxima produccion de células T

Tmax - €5 la densidad de poblacién de las células

e dr: eslatasade mortalidad de las células T

¢ N: numero de viriones producidos en promedio por una célula infectada
& : tasa de mortalidad de las células T* infectadas

c : tasa de eliminacion del virus

Observacion: Si kes la tasa de infeccion, cuando k=0 el inhibidor detiene la infeccién .

Al analizar este modelo se puede observar que la poblacién T* decaera exponencialmente y  que
la concentracion del virus también decrece , entonces

T'(t)=T,e™

NaTo* (e—at _e—ct)

desarrollando se obtiene V(t)=V,e "+ 5
C —

Un modelo mas fidedigno a la accion de inhibidores de transcriptasa reversa es el siguiente

(dT T
E: S+ pT(l_ﬂJ_dTT _(1_nRT )kVT
< OIL:(1—nRT KVT —6T"
dt (4)
WV NoT —ev
dt

\

siendo la efectividad del inhibidor transcriptasa reversa (RT).

Ner

Diagrama del comportamiento de la dindmica del virus VIH - 1

diT NoT”
— » —

v

(4) Lopez Cruz, Roxana, Modelos matematicos sobre el comportamiento del virus HIV, Per,
Notas del Instituto en Ciencias Matematcas , 2000.
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2.3.4 Dinamica poblacional del VIH

Llamando P a la tasa de produccion viral , V a la carga viral en particulas de virus por mm?® y ¢
a la tasa de eliminacion del virus se tiene el primer modelo basico como se vio anteriormente:

j—\T/ = P —cV (t) = tasa de produccidn — tasa de pérdida

La tasa de produccion esta relacionada con la infeccion de linfocitos pues los nuevos virus se
liberan cuando matan a la célula infectada. Por ello, se supone que P es proporcional a 3T", siendo
T" la concentracion de linfocitos T CD4 + infectados. Si ademas se supone que cada célula
infectada produce a su muerte N virus , la tasa de produccién del virus resulta NST”, por lo tanto la
ecuacion resulta:

d—V=NcST*—cV
dt

La concentracion de linfocitos T en una persona sana esta dada por

Z_I =s+pT(1- TL) —d, T = produccién — muerte

max

Aplicando la ley de accién de masas (la ley de accion de masas establece que la tasa a la que una
reaccion quimica ocurre es proporcional al producto de las concentraciones de las substancias
relativas) se supone que la tasa a la que el VIH infecta células T es proporcional al nimero de
encuentros entre particulas virales y linfocitos , por lo tanto , la tasa de infeccion resulta kVT.

De este modo la dindmica de la poblacién de linfocitos infectados T" resulta

*

dst = kVT — 8T "= Produccién — muerte

donde se supone que la tasa de mortalidad de los linfocitos infectados es 8.

Entonces el modelo completo que representa la dindmica de la interaccion de la respuesta inmune y
el virus, resulta:
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< OIL=kVT— .
dt
d—V=N5r*— \
\_ dt

» Modelo empleando inhibidores de proteasa

Si se supone que el VIH infecta a las células T a una tasa constante k Yy que nuevas células
infectadas con virus T* se producen por contacto entre células T no infectadas y el virus, se tiene
gue antes de aplicar el tratamiento la dinamica de la infeccion celular esta dada por el modelo
descrito anteriormente, donde V es la concentracion de particulas en plasma, 6 es la tasa de pérdida
de células infectadas productoras del virus, N es el nimero de nuevos viriones producidos por
células infectadas y ¢ es la tasa constante de pérdida de viriones.

Luego de aplicar el farmaco , el sistema resulta:

( *
LI
dt
dv,
— =—CV.
) dt .
N _ g7 —cVy,
" dt

donde V; es la concentracion de viriones en el plasma producidos antes de que el medicamento
hiciera efecto y Vi es la concentracion de viriones producidos después de que el farmaco hiciera
efecto.

Luego de estimar los parametros a partir de datos experimentales, estos modelos arrojaron los
siguientes resultados:

o Los linfocitos T infectados productores de virus tienen una esperanza de vida de
aproximadamente 2,2 dias

o Con las estimaciones y el modelo se pudo calcular la tasa total estimada de produccion de
virus : 10,3 x 10° virus por dia

o En un afio se producen en un individuo con SIDA aproximadamente 170 generaciones de
virus

o Cada afio una sola linea generacional de virus puede generar aproximadamente 60 cepas
distintas del virus
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2.4 Un modelo matematico del SIDA

Bajo algunas suposiciones referidas a la manera en que interactdan las poblaciones de células , se ha
generado el siguiente modelo:

(O = s 1)+ %— KTV (1)
aT™(t) ey TRV
g STV - T O-r- 0 (5)
N _y, TC* OVO 1wy VO
L +V (1) b+V(t)
Condiciones iniciales: T(0) = To , T0O)=0 , V(@©0)=0

Incognitas:

= T(t): cantidad de células no infectadas
= T7(t) : poblacion de células infectadas
= V(1): cantidad de virus

Cuando se inicia tratamiento con alguna droga este modelo se modifica y se contrasta con datos
clinicos.

Aqui , como en los modelos precedentes, aparecen una serie de pardmetros que se estiman por
medio de datos clinicos y herramientas matematicas .Estos son también sometidos a pruebas de
contraste relacionados con argumentos como teoremas de existencia y control éptimo.

(5) Méndez Pérez, José , La investigacion en Matematica, ¢para qué? , Espafia, Curso
Universitario Interdisciplinar, 2003.
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2.5 Modelo mediante la busqueda activa de contactos

Mediante el Programa de Notificacion de Parejas o blsqueda activa por contactos sexuales,
desarrollado en Cuba desde 1986, si un individuo es detectado como portador del virus se le sugiere
declarar sus contactos sexuales y se procede a una busqueda activa de ellos para posteriormente
realizarles una prueba de VIH. Esta estrategia tiene por objetivo detectar portadores asintomaticos
que pueden transmitir la infeccion por desconocerse seropositivos. Estos modelos simulan la
dindmica de la epidemia por medio de la blsqueda activa de contactos (Contact Tracing) y no
tienen como proposito mostrar como se generan nuevas infecciones por VIH, sino cdmo se detectan
las personas infectadas. A continuacion se detalla uno de estos modelos que describe la dinamica
antes mencionada mediante un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDOs)

[%=1X +A (Y, +Y,) =k + u+ B)X —q(k,, X,Y,,Y,)
oY. .
_1:klx_(/1+ﬂ )Yl
oY .
a—tzzq(kz,x,.Yl,Yz)—(erﬁ )Y,
0z . .
\E:ﬁx +p (Y1+Y2)_/u z
con X =0,Y,=0Y,=>0,2Z2=>0

(6) Ginart, jorge ; Severo Aymeé; Romafiach, Marta ; Rodriguez, Héctor, Estimacion de
pardmetros en modelos epidemiolégicos de VIH/SIDA, Cuba, Revista de Matemética, 2010.
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Variables de estado:

= X(t) : nimero de personas infectadas con VIH que no conocen que estan infectadas en el
instante t

= Yy(t) : nimero de personas infectadas con VIH que conocen que lo estan en el instante t y
que han sido detectadas en forma aleatoria (pruebas de embarazo, analisis de rutina, etc)

= Yy(t) : nimero de personas infectadas con VIH que conocen que lo estan en el instante t y
que han sido detectados por medio de la busqueda por contactos.

= Z(t) : nimero de personas enfermas con SIDA en el instante t

Parametros:

e ) : Tasa de contagios provocados por individuos seropositivos no detectados

o /f: Tasa contagios provocados por individuos seropositivos detectados

e ki:Tasa con que una persona desconocida e infectada con VIH es detectada
aleatoriamente por el sistema

e Ky : Tasa con que una persona desconocida e infectada con VIH es detectada por medio del
sistema de busqueda de contactos

e [ :Tasa con que personas infectadas con VIH , no detectadas , desarrollan SIDA

e [*: Tasa con que personas infectadas con VIH , detectadas, desarrollan SIDA

e 1 :Tasa de mortalidad de la poblacion sexualmente activa

e u*: Tasa de mortalidad de la poblacion con SIDA

Valores iniciales pertenecientes al afio 1986 en que se comienza la implementacién del Programa de
Notificacién de Parejas:

X(0)=230 , Yi(0) =68 , Y0)=26 , Z(0)=3

Los parametros B, B*, u, u* se han estimado empleando técnicas estadisticas como intervalos
de confianza.

2.6 Modelo SI

Aqui se describe la dindmica de la transmision del VIH-SIDA dividiendo a la poblacion en
susceptibles (individuos que pueden ser infectados) e infectados (individuos portadores del VIH-
SIDA).

Este modelo se basa en la suposicion en la cual los individuos infectados no se recuperan ,es decir
mueren a causa de la enfermedad y que la transmisién esta dada Gnicamente por contacto sexual
entre parejas heterosexuales. Por lo tanto resulta: N=S + |

Definicidn de variables:

= Individuos susceptibles : Hombres susceptibles Xn . Mujeres susceptibles Xm
= Individuos infectados:  Hombres infectados Y, . Mujeres infectadas Ynm
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Parametros:

e o :proporcién de individuos que ingresan a la poblacidn sexualmente activa
e on - proporcion de hombres que ingresan a la poblacion sexualmente activa
e om: proporcion de mujeres que ingresan a la poblacion sexualmente activa
e u :tasa de mortalidad de individuos susceptibles

e 0 :tasa de mortalidad de VIH-SIDA para hombres

e ¢ :tasade mortalidad de VIH- SIDA para mujeres

e Bm:tasa de infeccion de mujeres por contagio con hombres infectados

e [ :tasade infeccion de hombres por contagio con mujeres infectadas

Observacion: No se considera la posibilidad de mortalidad natural para individuos infectados.

Ademés:

on. N. cantidad de hombres de la poblacion que pasan a ser sexualmente activos
om, N : cantidad de mujeres de la poblacion que pasan a ser sexualmente activas
- w.Xy : cantidad de hombres que mueren de forma natural

- Xm : cantidad de mujeres que mueren de forma natural

-0..Yn : cantidad de hombres que mueren por la enfermedad

-.Ym : cantidad de mujeres que mueren por la enfermedad

Y

m

o - fraccion de mujeres que infectan a los hombres por contacto sexual

=<

h

b . fraccion de hombres que infectan a las mujeres por contacto sexual

dx, dx,

dt  dt
con respecto al tiempo

av, av,

; es el cambio de la poblacién de hombres y mujeres susceptibles respectivamente,

; es el cambio de la poblacidn de hombres y mujeres infectados, respectivamente, con

dt dt
respecto al tiempo

Por lo tanto el modelo SI que describe la dindmica del VIH-SIDA, resulta
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= hN—,Bm:/l_th_;uxh
%=ﬂmlﬂ—m A

< djtngmN_ﬂhL_hxm_ﬂxm (7)
d;(tm :ﬂhT_'—th—gYm

2.7 Modelo de VIH en relacion a la produccion de células

Este modelo simula el comportamiento de la poblacion del virus en relacién a la variacién de la
poblacion de las células que los generan.

Definicidn de variables:

= X(t) : poblacion de células CD4 +T
= Y(t): poblacion de células CD4+T infectadas por el virus

= V(t): poblacién de virus VIH-1

(7) Mesa, Mdnica ; Vergafo, Juan ; Sanchez, Claudia ; Mufioz, Anibal , Modelo matematico para
la dindmica de transmision del VIH/SIDA en una poblacion sexualmente activa, Colombia ,

Revista de Salud Publica, 2010.
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Parametros:

e P =50 viriones por células/dia

e C:tasade mortalidad , su valor depende de cada paciente

e L= 2células por mm®al dia, produccion constante de las células de tipo T CD4+

e d=0,01por dia, tasa de mortalidad de las células de tipo T CD4+

e B =0,004 mm? por virién /dia o por célula infectada/ dia , tasa de contagio entre células
sanas e infectadas o entre células sanas y viriones

e o=0,33 por dia, tasa de mortalidad de una célula infectada

2.7.1 Modelo en relacién al contagio entre células sanas y viriones

( %:g—d.X(t)—ﬂ.X(t)-\/(t)
dy _ LX)V () —aY(t)

{ ®)
dv

\ Y =PY(t)-cV(t) X(0) = Xo ; Y(0)= Yo ; V(0)=Vo

(8) Gémez Marmol, M , Métodos matematicos para las Ciencias de la Salud, Espafia, Curso
2007/08.



2.7.2 Modelo en relacion al contagio entre células sanas y células infectadas

/
(L_f —A—d.X(t) - AXB)Y (1)
dy

< P BX)Y(t)—aY(t) 9)
dv
T PY(®)-cV({) X©0=X Y(0=Yo V(©)=Vo

Observaciones:

= Hay que tener en cuenta que los modelos relacionados con el VIH-SIDA se refieren a
una dindmica relacionada con una poblacidn especifica y por lo tanto las conclusiones
que de ellos se extraen se refieren exclusivamente a la poblacion en estudio.

= De acuerdo a los modelos que se presentan en este capitulo, puede distinguirse dos
grandes grupos de modelos, un grupo describe la dindmica de la trasmision de la
enfermedad entre individuos y otro se refiere a la dinamica de propagacién del virus a
nivel celular.

2.8 Modelo SIR

Este es un modelo clasico que permite analizar la dinamica de transmision de enfermedades
infecciosas.

e A :ntmero de individuos por afio que entran al sistema
e 1/u:esperanza de vida de los individuos
e 1/L: periodo de infeccion de la enfermedad

(9) Gémez Marmol, M , Métodos matematicos para las Ciencias de la Salud, Espafia,
Curso 2007/08.
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e J :tasa de mortalidad debida a la enfermedad
e B;: probabilidad de contagio cuando hay contacto entre susceptible y un infectado

Diagrama: A
Bs.s( | j
S+1
!
S — I — | R
u.S ull J
.R
[dS I
—=A-B_S. )
dt ) (S+Ij a
dl I
—=B.S| — |- L
{5 S(SHJ (u+7) (10)
dR
—=A-(u+J)R
K A —(u+0)

Variables:

= S susceptibles sexualmente activos que pueden contagiarse de la enfermedad
= |: infectados, portadores asintomaticos del VIH

= R: removidos, individuos que han desarrollado la enfermedad o enfermos de SIDA

(10) Salguero,Beatriz ; Sepulveda, Lilian ; Cardona, Daiver, Dinamica del VIH-SIDA en Cali,
Colombia ,2011.
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Este modelo se basa en la suposicion de que el tnico modo de contagio es por transmision sexual y
que los enfermos no se recuperan y mueren.

2.8.1 Simulacion numeérica y algunos resultados

El modelo anterior fue aplicado en la ciudad de Cali, Colombia donde los parametros y el nimero
reproductivo bésico fueron estimados a través de los censos de 1985, 1993 y 2005 del
Departamento Administrativo Nacional de Estadistica y por el método de minimos cuadrados
utilizando informacién de la Secretaria Municipal de Cali desde el afio 1987 al 2008. Luego de
realizar simulaciones numéricas que describen las tendencias futuras de las poblaciones de
infectados se obtuvo una tendencia creciente con un aplanamiento (estabilidad del sistema) después
de 100 afios.

2.9 Modelo con incorporacion de linfocitos T CD8+

Los linfocitos T citotoxicos pertenecen al grupo de los linfocitos T relacionados con la inmunidad
celular , ellos neutralizan células infectadas por microorganismos intracelulares , mediante un
ataque directo a las células infectadas, produciendo enzimas toxicas que provocan su destruccion.
Existe evidencia que los linfocitos T CD8+ tienen una funcién primordial en la respuesta inmune
contra el VIH.

Modelo:
[ dx
—=A1-X-
" pxy
dy
— = —ay — pyz
3 at PXy —ay — py (11)
dz
— =y +dzy—-bz
at 4 y

\

(11) F.L.Biafore, C.E.DAttellis, Analisis de la Respuesta Inmune contra el VIH-1 como un
Proceso Optimo, Escuela de Ciencia y Tecnologia de la Universidad Nacional de San Martin
y Departamento de Matematica de la Universidad Favaloro, Buenos Aires, Argentina, 2007.
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Este modelo considera los siguientes aspectos :

O

o
o

Los linfocitos T CD8+ citotdxicos tienen la capacidad de reconocer y eliminar las células
infectadas.

El virus VIH-1 infecta a los linfocitos T CD4+

Los linfocitos T CD4+ infectados producen nuevas copias virales

Variables de estado:

X(t) : poblaciones de linfocitos T CD4+ no infectados en el instante t

y(t) : poblaciones de linfocitos T CD4 + infectados en el instante t

z(t) : poblacién de linfocitos T CD8 + citotoxicos que poseen la capacidad de destruir a las
celulas infectadas

Parametros:

2.10

Ay7y son las tasas de produccion de linfocitos T CD4+ y T CD8+, respectivamente
B es la tasa de infeccion de linfocitos T CD4 + por el virus

O es la tasa de muerte de la poblacion celular no infectada

p es latasa de eliminacion de las células infectadas por los linfocitos TCD8+

a es la tasa de eliminacion por causas no vinculadas con la respuesta inmune

d es la tasa de produccidn de los linfocitos citotdxicos

b es la tasa de muerte de los linfocitos citotoxicos

Modelo de Perelson, Kirschner y De Boer

Este trabajo presentado en 1993 describe la evolucién global de la infeccion por VIH empleando
conceptos de sistemas dindmicos (un sistema dinamico es un sistema fisico cuyo estado evoluciona
con el tiempo) y modela la fraccion de linfocitos infectados en el periodo dado entre la infeccion y
el desarrollo del SIDA.

Modelo:

( * Kk
dT T+T +T
—=S—u T+IT|1- -k VT
dt o ( T J '
dT” .

< T:kl\/—r—ﬂTT —sz
dT” .
gt CleT AT
d_V_ NppT™ =K VT =,V

\ dt
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Variables:

= T: concentracién de linfocitos T CD4+ sin infectar

= T"concentracion de linfocitos T CD4+ infectados que no producen viriones
= T concentracion de linfocitos T CD4+ infectados que producen viriones
=V :concentracion de viriones libres

Parametros:

e S:tasa de produccion de nuevos linfocitos T a partir del timo y de la médula 6sea

e ur: tasa de muerte de linfocitos T CD4+ sin infectar y latentemente infectados (no
producen viriones)

e r:tasade crecimiento temprana para la poblacion de células T CD4+

o  Tma: poblacion maxima posible de linfocitos T CD4+

o ki: tasa de infeccién de linfocitos T CD4+ por viriones libres

e ky: tasa de conversion de linfocitos T CD4+ latentes a infectados

® up: tasa de muerte de los linfocitos T CD4+ activamente infectados

e uytasa de muerte de los virus libres

¢ N: numero promedio de viriones liberados por cada linfocito T CD4+ infectado

Aqui el conjunto de valores iniciales para las variables y constantes estan basados en pruebas
clinicas y también son resultados de estimaciones.

2.10.1 Algunos resultados

Se pude observar gue en ausencia de tratamiento y al variar N , usando los valores 1000,1200 y
1400 , en el periodo comprendido entre 2 y 6 afios, el sistema evoluciona con una poblacion de
viriones estable entre 100 y 1000 , la de linfocitos T latentemente infectados entre 100 y 1000 y la
de linfocitos T activamente infectados entre 1 y 10. Sin embargo se percibe una variacion de los
linfocitos T sanos. Por otro lado, para modelar los resultados de la terapia con AZT , se hizo variar
N donde N= 1400 representa el no aplicar terapia, N= 1250 representa una terapia poco efectiva y
N= 350 indica una terapia muy efectiva. De ello se observd que con N= 350 la infeccion desaparece
tras cuatro afios; mientras que con los otros dos valores la infeccién se estabiliza tras cuatro afios,
con valores entre 1 y 10 viriones , entre 500 y 750 para los linfocitos sanos , entre 1y 0,1 para los
linfocitos latentemente infectados y entre 0,1 y 0,01 para los linfocitos activamente infectados.

Las simulaciones de este modelo progresan a un estado estable sin infeccion si N permanece por
Ks (:Uv + leo)
Kok To
resulta V=0 y se obtiene el estado estacionario de ‘“no infectado” anulando la derivada de V

respecto del tiempo.

debajo del umbral Neit = ; con K, =K,+u; pues en ausencia de viriones
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2.11 Modelo de Kirschner y Webb

En este trabajo del afio 1997, se introduce la posibilidad de la aparicion de una cepa resistente al
tratamiento con antirretrovirales.

Modelo:

Z—I =s+ pT — 4, T-PK.TV, —k,TV,

dT*

—— =k TV, -’ T =p’T

dt S S Il’ll pl

dTr r r r

< =KV T T

Vs ST S rrr

- =qgNp:T® +(1-q)Np/T" —k,V, + P,g,

V r r S S

— = ANpT +{@—a)Np,T° —k;V, +9,
Variables:

= T: concentracion de linfocitos T CD4+ sin infectar

= T® concentracion de linfocitos T CD4+ infectados por una cepa sensible
= T" concentracién de linfocitos T CD4+ infectados por una cepa resistente
= VS concentracion de viriones sensibles

= V":concentracidn de viriones resistentes

Parametros:

e s: tasa de generacion de nuevos linfocitos T a partir del timo y de la médula 6sea

e ur: tasa de muerte natural de linfocitos T CD4+

e ur’: tasa de muerte natural de linfocitos T CD4+ infectados por viriones de cepa sensible
e ur": tasa de muerte natural de linfocitos T CD4+ infectados por viriones de cepa resistente
e k: tasa de infeccion de linfocitos T CD4+ para viriones de cepa sensible

e k: tasa de infeccién de linfocitos T CD4+ para viriones de cepa resistente

e ky: tasa de eliminacion viral

e p: tasa de proliferacion de los linfocitos T CD4+

e p:: tasa de despeje de células T CD4+ infectadas por cepa sensible

e pi": tasa de despeje de células T CD4+ infectadas por cepa resistente

e (s tasa de ingreso de viriones sensibles

e g tasa de ingreso de viriones resistentes
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g: 1-q es la probabilidad de mutacién

o . coeficiente de produccion de viriones en plasma (sensibles)

e pn": coeficiente de produccion de viriones en plasma (resistentes)

e P;: porcentaje de efectividad del tratamiento con inhibidores de transcriptasa reversa
e Py porcentaje de efectividad del tratamiento con inhibidores de proteasa

¢ N: numero promedio de viriones liberados por cada linfocito T C4+ infectado

Observacién: El conjunto de valores iniciales para las variables y constantes del modelo se basan en
pruebas clinicas y en los propuestos en el trabajo de Perelson.

La conclusion de este trabajo es que el momento 6ptimo para la aplicacion del AZT es entre T=
300y T=400 observandose que una aplicacion mas temprana no brinda efectos a largo plazo y una
aplicacion tardia no tiene efectos de importancia.

2.12 Estimacion de parametros

La estimacion de parametros es muy importante en la solucion de problemas practicos donde se
disponen datos reales y el modelo apropiado que describe el comportamiento de un sistema
dindmico.

Para estimar parametros de un modelo matematico suele aplicarse el concepto de minimizacién de
la distancia entre los valores que surgen del modelo teérico y los valores obtenidos
experimentalmente (métodos de minimos cuadrados), empleando como estrategia de solucion
diferentes métodos hnuméricos sujetos a técnicas de ajuste.

Este proceso retroalimenta la construccion del modelo pues cualquier resultado que se obtenga en el
proceso de estimacion de parametros , puede no ser el definitivo. De aqui se concluye que todo
modelo es perfectible en la basqueda de describir con mayor precision la situacion real en estudio.

Los parametros empleados como tasa de infeccién de células sanas, tasa de muerte de células, tasa
de copias virales, etc , representan fendmenos bioldgicos muy complejos y hay evidencia que
algunos de ellos no permanecen constantes durante el transcurso de la infeccion. Ademas, en el
proceso de modelizacion es necesario abordar el problema de propagacion de errores, pues al incluir
calculos que implican multiples iteraciones, pequefios errores en los datos de entrada pueden
producir importantes errores al ejecutar el modelo.

Las ecuaciones de un modelo involucran una complejidad que genera un alto grado de
incertidumbre al estimar los valores de los parametros. ElI grado de imprecision se estima
empleando técnicas llamadas analisis de incertidumbre y sensibilidad.

El analisis de incertidumbre explora la mayor parte del rango parametral, es decir que prueba el
mayor nimero de valores para cada pardmetro. Existen diferentes causas de incertidumbre, como
por ejemplo , los juicios a priori de un investigador al evaluar un modelo pueden ser diferentes a los
de otro investigador , falta de informacion confiable en cantidad y calidad o evidencias
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contradictorias donde los resultados de un modelo pueden aparecer en contradiccion con resultados
previos.

El objetivo del analisis de sensibilidad es medir cuanto pueden llegar a influir a los resultados de un
modelo pequefias variaciones en los valores de los parametros y determinar cuanta de esa variacion
es explicada por dichos pardmetros.

En este capitulo se ha presentado un enfoque deterministico de modelado en el cual no se
introducen en si mismo factores de incertidumbre caracteristicos de fendbmenos poblacionales, sin
embargo , empleando el andlisis de sensibilidad , es posible controlarlos en un escenario tan
complejo como el de la transmision del VIH-SIDA.

“Los modelos que existen tratan de sistemas de ecuaciones diferenciales no lineales del tipo
predador — presa. Existen modelos de 3 variables y 6 pardmetros y modelos de 20 variables con 30
0 40 parametros. La mayoria de estos se resuelve empleando métodos numéricos como el método
de Runge Kutta de orden 4 bajo Matlab.

Los modelos mas sencillos de 3 o 4 variables pueden describir aceptablemente las etapas
caracteristicas de la infeccion o dinamica libre pues en ella no intervienen farmacos.

Algunos de los parametros se obtienen de individuos que no estan bajo terapia antirretroviral , otros
parametros se ajustan para que el modelo represente las etapas de la infeccién de manera coherente
con lo observado clinicamente. Muchos modelos tienen como variables células del sistema inmune
que se miden en la practica clinica y la estimacion de sus parametros suele ser compleja.

La disponibilidad de datos en nuestro pais es muy escasa, dificil de obtener. En caso de obtenerlos ,
los analisis de sangre de los pacientes infectados se realizan cada 3 0 4 meses, y resulta un muestreo
escaso para poder estimar parametros, habria que obtener datos de varios afios de cada paciente para
tener una cantidad de puntos experimentales aceptable.

En general, en nuestro pais a un individuo infectado se le mide cada 3 meses la carga viral y el
conteo total de CD4 (sanos + infectados) sin discriminar.

Por otro lado la dinamica de un individuo bajo control farmacoldgico es interesante de medir si se
tienen datos tomados de manera frecuente. Cuando un individuo comienza su terapia , la carga viral
se reduce de manera exponencial, pudiendo estimarse dicha curva siempre y cuando se tomen datos
de manera “casi diaria” desde el comienzo del tratamiento. Esto es algo que se ha hecho muy pocas
veces, por eso fueron pioneros los trabajos de Perelson y otros. Ellos trabajaban con individuos
internados que eran sometidos a terapias experimentales a principio de la década de los 90 y podian
analizar su sangre diariamente. De esta manera ellos pudieron estimar muchos parametros” 2,

(12) Federico Biafore, Escuela de Ciencia y Tecnologia, Universidad Nacional de San Martin,
Buenos Aires, Argentina, 2014.
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Capitulo 3

Modelos y simulacion numérica

3.1 Metodologia aplicada

Una vez formulado un modelo matematico se presenta la dificultad de resolverlo. Si se puede
resolver es necesario analizar si es consistente en relacion con los datos experimentales, si no lo es,
se puede aumentar el nivel de resolucion del modelo formulando nuevas hipdtesis . Al aumentar la
resolucion también aumenta la complejidad del modelo matemético y la probabilidad de que no
pueda obtenerse una solucion explicita.

Hipdtesis __ Hipotesis en - Formulacion

términos de E.D matematica

Aumento de Resolver las E.D

resolucion

Contraste entre las

predicciones del modelo y Predicciones
. Obtener soluciones
datos experimentales del modelo

(por ejemplo, gréaficas)

En el presente capitulo se simulan dos sistemas de ecuaciones diferenciales basados en el modelo
presa — depredador de Lotka — Volterra que describen la dindmica del VIH — 1 empleando métodos
numeéricos. Las simulaciones se basan en el método de Runge — Kutta de orden 4 y de orden 5 ,
teniendo en cuenta que si los parametros se mantienen constantes en el tiempo, ellas pueden
reproducir distintos comportamientos de la infeccidn sin el uso de drogas antirretrovirales.
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3.2 Modelo |

Este modelo no lineal describe la interaccién del VIH -1, de los linfocitos T CD4+ y linfocitos
T CD8+ citotoxicos que pueden reconocer y eliminar a las células infectadas. Su descripcion esta
dada mediante el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

< Y ey, —y)+dyz (12)

Donde

X = Uy = poblacién de linfocitos CD4

Xo = U1(0) = recuento normal imperturbable de CD4
y = Uz = poblacion de linfocitos CD8

Yo = U2(0) = recuento normal imperturbable de CD8
z= us=cargaviral VIH -1

Desde “a” hasta “f” son parametros.

Con respecto a la interaccion del VIH — 1 con los linfocitos CD4 y CDB8 se conocen los
siguientes resultados:

e El VIH-1 utiliza células CD4 para replicarse a si mismo y sus tasas de crecimiento son
inversamente proporcionales.

e Latasade crecimiento de las células CD8 aumenta en respuesta al aumento de la carga viral
del VIH-1 pues los CD8 atacan al virus.

(It €9 9 "

Los parametros “b” y “e” son controlados por el VIH-1 y los parametros “a”, ”c”, “d” y “f” son
susceptibles de manipulacion para procurar reducir la carga viral.

(12) Brandt, M., Chen, G. (2001) Feedback Control of a Biodynamical Model of HIV — 1, 48(7)
754 755.
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Este sistema tiene dos puntos de equilibrio.
o El primero corresponde al punto de equilibrio inestable:
X" = Xo = u1(0)
Y'=Yo= ux(0)
"= 0=u3(0)

o El segundo punto de equilibrio puede determinarse del siguiente modo:

dx _dy _dz a.(x,—x)—bxz=0

_:0’_: ,_:O:

dt dt dt c(y,—y)+dyz=0
z.(ex—fy)=0

=a(x,—X)-bxz =0=ax,—-ax —-bxz ' =0=ax,-x .(a+bz’)=0=ax, =x".(a+bz") =

L ax,
=X =

a+bz

(Yo -y )+dyz =0=cy,—cy +dy'z =0=cy,—-y .(c-dz)=0=cy,=y .(c—-dz') =
.oy,

=Yy = ;
y c—dz

Por lo tanto, resulta:

/X* — axo .
a+bz
.S
c—dz
0=2".(ex - fy")
\_
Con Z =0
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. a c
z.(e Y _ ¢ o j:O con z* =|0

‘a+bz”  c-dZ’
eax,  foyo o eax, (c—dz")- fey,(a+bz") 0—
a+bz’ c-dz" (a+bz )(c—dz") -

= eax,C —eax,dz” — fcy,a— fey,bz" =0 = eax,c — fcy,a = eax,dz” + fcy,bz" =
= acex, — fy, )=z (eax,d + bcfy, ) =

. aclex, — fy,)

=7 =
eax,d + bcfy,

A partir de estas relaciones, se observa que la dindmica de z* est4 determinada en gran medida por
los parametros “e” y “f’.

El modelo se simuld en el lenguaje IDL (Interactive Data Language) empleando Runge Kutta de
orden 5 con paso adaptativo de 1 semana.

Enla Fig. 2 se muestra una simulacion tomando los siguientes valores iniciales:
Xo = U1(0) = 1000 (células/mmd)

yo= U2(0) = 550 (células/mm?)

Zo= U3z (0) = 300 ( copias del virus /ml) al momento de infeccion inicial t=0

con los parametros a=0,25 ;b=50 ; ¢=0,25 ;d=10 ; e=0,01 ; f=0,006
o Primer puntos de equilibrio inestable: X"=1000 ; y"'=550; z'=0

o Segundo punto de equilibrio:
L ac(ex, — fy,)  0,25.0,25(0,01.1000- 0,006.550)

= = ~0,00632x10' copias/ml
adex, +bcfy, 0,25.10.0,01.1000+ 50.0,25.0,006.550

* ax, 0,25.1000

= _= =~ 441,66
a+bz”  0,25+50.0,00632

X
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y o O __ 025550
c—dz° 0,25-10.0,00632

= 736,081

Dynamic CD4, CD8 & HIV-1 Model

I I I ! ! 1 ! i 1 I !

1000

Cellsimm? & (Copiesiml)i 1000

S 6 7 & 9 I0 I 12 I3 14 15
Time (years)

Fig. 2®) Representacién del Modelo |

EnlaFig. 2 se representa:

o En lineacontinua: VIH-1
o En lineade puntos: CD4
o En lineaderayas: CD8

® Extraido de Brandt, M. , Chen, G. (2001) . Feedback Control of a Biodynamical Model of HIV —
1, 48(7) 754 755
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Aqui se observa que durante la infeccion primaria un gran niamero de células en el cuerpo se ven
afectadas rapidamente por la accion de altas concentraciones de viriones infecciosos medidos en
plasma sanguineo.

Luego de la infeccion primaria , el numero de particulas virales infecciosas en plasma caen a
niveles casi indetectables. A pesar de esta caida abrupta del virus en la sangre, se sabe que la
replicacion del VIH continda dentro del sistema linfatico sin el suministro de drogas
antirretrovirales.

Otra caracteristica importante que puede observarse respecto de la evolucion en el tiempo de las
variables es la naturaleza oscilatoria de las poblaciones de linfocitos con fases opuestas. Asimismo
se muestra un rapido aumento inicial de la carga viral seguido de un comportamiento oscilatorio
menos pronunciado con el paso de los afios.

3.2.1 Simulacién en Excel

A continuacion se presenta una simulacién aproximada del Modelo | empleando una planilla de
Excel.

x'=ul u'1=0,25*(1000-u1)-50*ul*u3 Modelo: x'=a*(x0-x)-b*x*z
y'=u2 u'2=0,25*(550-u2)+10*u2*u3 I y'=c*(y0-y)+d*y*z
z'=u3 u'3=u3*(0,01*u1-0,006*u2) 7'= z¥(e*x-f*y)
Desarrollando: u'1=250-0,25*u1-50*ul*u3

u'2=137,5-0,25*u2+10*u2*u3
u'3=0,01*ul1*u3-0,006*u2*u3
ul: linfocitos CD4 u2: linfocitos CD8 u3 : cargaviral VIH 1

Condiciones iniciales  x0=ul= 1000 yO=u2= 550 z0=u3 =300
Parametros a=0,25 b=50 ¢c=0,25 d=10 e=0,01 f = 0,006

ti:nodos Elintervalo queda dividido en n+1 nodos

Algoritmo:

K11 - =AS$13*(250-0,25*011-50*011*Q11)
K12 - =A$13*(137,5-0,25*P11+10*P11*Q11
K13 - =A$13*(0,01*011*Q11-0,006*P11*Q11)

K21 ->=A$13*(250-0,25*(011+C11/2)-50*(011+C11/2)*(Q11+E11/2))
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K22 5=A$13%*(137,5-0,25%(P11+D11/2)+10*(P11+D11/2)*(Q11+E11/2))

K23 -=A$13*(0,01*(011+C11/2)*(Q11+E11/2)-0,006*(P11+D11/2)*(Q11+E11/2))

K31 -=A$13*(250-0,25*(011+F11/2)-50*(011+F11/2)*(Q11+H11/2))

K32 - =AS$13*(137,5-0,25*(P11+G11/2)+10*(P11+G11/2)*(Q11+H11/2))

K33 -=A$13*(0,01*(011+F11/2)*(Q11+H11/2)-0,006*(P11+G11/2)*(Q11+H11/2))

K41 >=A$13%(250-0,25%(011+111)-50*(011+111)*(Q11+K11))
K42 > =A$13*(137,5-0,25*(P11+J11)+10*(P11+J11)*(Q11+K11))

K43 >=A$13*(0,01*(011+111)*(Q11+K11)-0,006*(P11+J11)*(Q11+K11))

0 ti k11

1 0 -150,000000000000000

10000 0,000010000000000 -129,113031402858000

0,000010000000000 0,000020000000000 -111,132077668923000

0,000030000000000 -95,653517558187900

0,000040000000000 -82,329601884261800

0,000050000000000 -70,860768883367500

0,000060000000000 -60,989003524196100

0,000070000000000 -52,492102354945000

0,000080000000000 -45,178722929204000

0,000090000000000 -38,884112343203300

0,000100000000000 -33,466423103025600

0,000110000000000 -28,803536581915800

k12 k13 k21

16,500000000000000 0,020100000000000 -138,754460625000000
17,003482387935300 0,015620561369678 -119,431926890952000
17,522111001109200 0,011713227511488 -102,798166265009000
18,056359670183300 0,008296991205552 -88,479617547099400
18,606714596369700 0,005302012032167 -76,154460318430100
19,173674915560200 0,002668079133073 -65,545490699250800
19,757753256176200 0,000343282761095 -56,413966973544400
20,359476292903900 -0,001717133063416 -48,554295953945400
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20,979385298295300
21,618036694050300
22,276002603644100
22,953871407824900

k22
16,748040416250000
17,258977798102300
17,785295465031000
18,327473271946900
18,886003730237300
19,461392567965300
20,054159284942200
20,664837704738400
21,293976525527800
21,942139871496200
22,609907846407100
23,297877090779700

k33

-0,003551760981740
-0,005193884905804
-0,006672217163982
-0,008011534132316

k23
0,017702093000250
0,013531062746842
0,009888549193788
0,006699553413386
0,003899416866044
0,001432396239743
-0,000749567737359
-0,002687913337298
-0,004418375267158
-0,005971776131591
-0,007374708992698
-0,008650125845905

-41,789447383104600
-35,966998209106900
-30,955721389715600
-26,642645135432200

k31

-139,597360502754000
-120,157665419650000
-103,422983239491000

-89,017513735599300
-76,617503026132600
-65,944078452612600
-56,757058577839200
-48,849608559602900
-42,043627635879800
-36,185770054640100
-31,144013652487200
-26,804701592159800

0,017868477893755
0,013673944444919
0,010011174006431
0,006804719744036
0,003989536326905
0,001509546590773
-0,000683596775254

k32
16,751693890635000
17,262750124378400
17,789189300677000
18,331491455680800
18,890149275949900
19,465668659688500
20,058569272758000
20,669385101542700
21,298665004570000
21,946973264624400
22,614890142953700
23,303012437029400

k41

-129,067733973958000
-111,093074365619000

-95,619936741511100
-82,300691857244300
-70,835881586263300
-60,967580393880500
-52,473662075032800
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-0,002631580467722
-0,004370353387290
-0,005930922770717
-0,007340040796176
-0,008620796560537

-45,162850828262800
-38,870451226847500
-33,454665331514500
-28,793417228152400
-24,781615829743000

k42
17,003521636495700
17,522151054097500
18,056400594783300
18,606756456960500
19,173717774157500
19,757797172831800
20,359521326065700
20,979431505133300
21,618084130750900
22,276051325677100
22,953921470184800
23,652299761806900

Cbh4

ul
1000,000000000000000
860,704770628423000
740,807222230142000
637,608169993570000
548,783424663432000
472,331856303490000
406,530608373328000
349,896488922995000
301,152695221278000
259,200141188941000
223,092755488572000
192,016203752642000

CD8
u2

k43
0,015611478484034
0,011705402947240
0,008290250597509
0,005296205004817
0,002663076039422
0,000338971854349
-0,001720848079996
-0,003554963075363
-0,005196645547868
-0,006674597914693
-0,008013588009209
-0,009234996847308

550,000000000000000
566,750498375044000
584,012013256210000
601,799926777428000
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Carga Viral VIH- 1
u3

620,130101041161000
639,018890771645000
658,483156528928000
678,540278478535000
699,208170713635000
720,505296128509000
742,450681843837000
765,063935185928000

300,000000000000000
300,017808770045000
300,031431433162000
300,041398587247000
300,048165544335000
300,052122710077000
300,053604532852000
300,052897217128000
300,050245369837000

Simulacién aproximada de la evolucién de los linfocitos CD4 y de los linfocitos CD8 :

Iteracion

0
0,000010000000000
0,000020000000000
0,000030000000000
0,000040000000000
0,000050000000000
0,000060000000000
0,000070000000000
0,000080000000000
0,000090000000000
0,000100000000000
0,000110000000000

Cb4
ul
1000,000000000000000
860,704770628423000
740,807222230142000
637,608169993570000
548,783424663432000
472,331856303490000
406,530608373328000
349,896488922995000
301,152695221278000
259,200141188941000
223,092755488572000
192,016203752642000

CD8
u2

550,000000000000000
566,750498375044000
584,012013256210000
601,799926777428000
620,130101041161000
639,018890771645000
658,483156528928000
678,540278478535000
699,208170713635000
720,505296128509000
742,450681843837000
765,063935185928000
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1200,000000000000000
1000,000000000000000
800,000000000000000
600,000000000000000 - —u 1
400,000000000000000 T u2
200,000000000000000 \
0,000000000000000 . , t en afos

Fig.3 Evolucién aproximada de las células CD4 y CD8

61




3.2.2 Representacion de la dindmica del VIH — SIDA

A continuacion se muestran simulaciones de la dinamica del VIH — SIDA realizadas bajo
MATLAB / SIMULINK sin la aplicacion de tratamientos antirretrovirales:

1000 T 1 2 S i T T T T T
800+ / - 3
“ CD8 7
0 I R S - : |
@
=
S TR, A - SN . I e farr et ]
2 400
0 ] 1 1 1 1 1 1 1 I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

T T T T T T T T
E : : : :
= : : :
o :
o { ; : :
S : : :
}_—‘_f : e e Lo o o)
> : : : :
[ 3 Y 5
) :
g e e R ! o
’ //\.__/
\ 1 1 I 1 1 A L
4 6 8 10 12 14 16 18 20

tiempo (ahos)

Fig. 4 Evolucion de las células CD4 , CD8 y de la carga viral

) Extraido de Campos, D. ,Palacios, E. (2005) . Analisis y Control de la Dinamica del VIH — 1,
Facultad de Ciencias, Universidad Auténoma de San Luis Potosi, México.
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Fig. 5 Evolucion de la dindmica del VIH —SIDA

) Extraido de Campos, D. ,Palacios, E. (2005) . Andlisis y Control de la Dindmica del VIH — 1,
Facultad de Ciencias, Universidad Autonoma de San Luis Potosi, México.
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PROGRESION DEL VIH

{;Ts_n%:s::a de células CD4+ A Carga viral
(células por milimetro cubico) {copias por mililitro] ;
1, 2‘—‘0 == Comteodecélulas CD4+ ; | | ¢ | | | 1107

e Carga viral

El S10A acurre |
cuando el conteo de T
CD4+ se reduce a 200 |7

n 5 b 12 N 1_15+ *_“2_34_ e
Semanas Anos

Fig. 6 Evolucion natural del VIH

) Extraido de < http://www.bbc.co.uk/spanish/specials/121_biologia> [Consulta 24 Mayo 2014]
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3.3 Modelo Il

Este modelo también es de tres estados que coexisten en la sangre y esta dado por el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales no lineales:

rdx

—=A-0X-pBXz

dt p

d
{ d—i/:ﬂ-X-Z—ﬂ-y (13)
E—zcy— z

Ldt &

donde las variables gque se analizan son:
X : células sanas T CD4+

y: células infectadas T CD4+

z : copias libres de virus o viriones

Observacion: Esta dindmica se basa en la ley de accion de masas donde el indice de produccion de

células infectadas es proporcional al producto de la densidad de viriones por la densidad de las
celulas sanas.

Descripcion:

A — indice.de.produccion.constante.de.las.célulasTCD 4 + no.inf ectadas
S — tasa.de.produccion.constante.dela.inf eccion.

fxz — tér min o.presa.depredador(crecimiento.de.la.inf eccion)

oX — indice.de.mortalidad.de.las.células.TCD 4 + sanas

1y — indice.de.mortalidad.de.la.variable.y

x — cada, célula.inf ectada. produce.x.copias.virales.por.unidad.detiempo
yZ — indice.de.mortalidad.de.los.viriones

(13) Rivadeneira Paz, P.S. (2010). Nuevos resultados tedricos y aplicaciones a control 6ptimo de
procesos.(Tesis doctoral).Facultad de Ingenieria Quimica. Universidad Nacional del Litoral.
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Puntos de equilibrio:

A—X—-pxz=0
pXz—uy =0
Ky —172=0

o ﬁy=Mz=0:i—&=O:ﬂ=&:x:§

Luego el punto de equilibrio inestable resulta (%,0,0J
o Segundo punto de equilibrio:

Ky—}/Z=0:>Ky=7/Z:>y=E;K‘¢O
K

Iuegoaﬂxz—ﬂz=0:>ﬂxz=ﬂz:>
K K

==t o k=2 B0k 20
K Px
Ademas:
A-—X-pX2=0=>A-K=pxz

PXZ—wy=0=>p2=py=>A—-X=1y = y=M;u¢0
U

Ky—]/Z=0:>Ky=]/Z:>Z=ﬂ;)/¢O
4

Por lo tanto , este sistema posee dos puntos de equilibrio: un punto de equilibrio inestable libre de

infeccion (%,0,0j y un punto de equilibrio estable endémico que esta dado por

ﬂl—é'x* i Cfor o x
2

H v
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Para simular este modelo se consideran los siguientes parametros:

A =9.célulasmm.dia™

5 =0,009.dia™

S =4.10"ml.copias‘dia™

u=03dia™

x =80.copiasmm®.mlcélulas "dia™ = 8.10 *copias.células™.dia™
y =0,6.dia™

Las unidades expresan tasas de infeccién ,de produccién de copias virales , etc. Por ejemplo, el
parametro A representa la tasa de produccion de linfocitos CD4 por parte del timo expresada en
ndmero de células por dia y por mm? de plasma sanguineo.

El modelo se ajusta para que los valores de las variables representen cantidades compatibles como
las que se pueden observar en un analisis de sangre donde los resultados se expresan por mililitro o
mm? de sangre.

Equilibrio inestable £00|=[—— 00 =(1000,0,0)
5 0,009

Equilibrio estable :

My A-&* xy*. . 0306  9-00095625 80.13125

1 )

Bx  u ¥~ 0,00000480° 0,3. " 06 )=

(X*; y*;z*)= (

(5625 ; 13,125 ; 1750)

Observaciones:

e El uso de terapias antirretrovirales generan sistemas denominados de control donde se
procura controlar la presencia del virus a niveles muy bajos.

e En general, en nuestro pais las simulaciones se realizan con el algoritmo RK de paso
adaptativo que posee Matlab. El paso de integracion es pequefio en el comienzo pues la
dindmica es rapida y luego en proximidades del punto de equilibrio estable se resuelve con
un paso de integracion méas grande.
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En la siguiente figura se muestran las trayectorias en el espacio de fase 3D:

10000 «

5000 «

z(t)

1000

Fig. 7¢ Trayectorias en el espacio de fase de tres dimensiones

) Extraido de Rivadeneira Paz, P.S. (2010). Nuevos resultados teéricos y aplicaciones a control
optimo de procesos. (Tesis doctoral). Facultad de Ingenierfa Quimica. Universidad Nacional del Litoral,

pig. 133,
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3.3.1 Simulacién en Excel

En esta seccion se muestra una simulacion aproximada del Modelo Il empleando una planilla de
Excel.

x'=u'l u'l=9-0,009*ul - 0,000004*ul*u3
y'=u'2 u'2 =0,000004*ul*u3-0,3*u2
z2'=u'3 u'3=80 * u2 - 0,6* u3

ul: CD4 + sanas
u2 : CD4 + infectadas

u3 :viriones
Modelo | x'=A-6*x - B*x*z Pardmetros: A=9 ; 6 =0,009 ; [ =0,000004
Il y'=B*x*z - u*ry u=0,3 ; k=80
'=k*y-y*z vy = 0,6

Algoritmo:

K11 -=AS$13%*(9-0,009*011-0,000004*011*Q11)
K12->=AS$13*(0,000004*011*Q11-0,3*P11)
K13->=AS$13*(80*P11-0,6*Q11)
K21-5=AS$13*(9-0,009*(011+C11/2)-0,000004*(011+C11/2)*(Q11+E11/2))
K22-5=AS$13*(0,000004*(011+C11/2)*(Q11+E11/2)-0,3*(P11+D11/2))
K23->=A$13*(80*(P11+D11/2)-0,6*(Q11+E11/2))
K31->=AS$13*(9-0,009*(011+F11/2)-0,000004*(011+F11/2)*(Q11+H11/2))
K32-5=AS$13*(0,000004*(011+F11/2)*(Q11+H11/2)-0,3*(P11+G11/2))
K33->=A$13*(80*(P11+G11/2)-0,6*(Q11+H11/2))
K41->=AS$13*(9-0,009*(011+I11)-0,000004*(011+111)*(Q11+K11))
K42->=A$13*(0,000004*(011+111)*(Q11+K11)-0,3*(P11+J11))

K43->=A%$13*(80*(P11+J11)-0,6%(Q11+K11))
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CD4 (sanas)

ul

1000
999,582592732727000
999,163710538371000
998,743362664500000
998,321558144655000
997,898305803247000
997,473614260340000
997,047491936336000
996,619947056564000
996,190987655768000
995,760621582494000
995,328856503396000
994,895699907439000
994,461159110021000
994,025241256997000
993,587953328628000
993,149302143442000
992,709294362010000
992,267936490644000
991,825234885017000
991,381195753705000
990,935825161655000
990,489129033577000
990,041113157263000
989,591783186843000
989,141144645960000
988,689202930889000
988,235963313580000
987,781430944646000
987,325610856277000
986,868507965101000
986,410127074983000
985,950472879757000
985,489549965908000
985,027362815198000
984,563915807229000
984,099213221957000
983,633259242152000
983,166057955806000
982,697613358490000
982,227929355657000

CD4 (infectadas)

u2

50
50,104619909719800
50,210136464706000
50,316535134603000
50,423801691233100
50,531922201877100
50,640883022699900
50,750670792317000
50,861272425500600
50,972675107021100
51,084866285620600
51,197833668117800
51,311565213639200
51,426049127974600
51,541273858055200
51,657228086550000
51,773900726579600
51,891280916543300
52,009358015059100
52,128121596011200
52,247561443706400
52,367667548133600
52,488430100326600
52,609839487826700
52,731886290243000
52,854561274909800
52,977855392636200
53,101759773549000
53,226265723024800
53,351364717709800
53,477048401626100
53,603308582362200
53,730137227345200
53,857526460194300
53,985468557153200
54,113955943598800
54,242981190626100
54,372537011707100
54,502616259421200
54,633211922257100
54,764317121483300
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981,757009764904000
981,284858318184000
980,811478663962000
980,336874369341000
979,861048922129000
979,384005732875000
978,905748136849000
978,426279395991000
977,945602700813000
977,463721172266000
976,980637863558000
976,496355761948000
976,010877790490000
975,524206809746000
975,036345619463000
974,547296960211000
974,057063514995000
973,565647910820000
973,073052720240000
972,579280462857000
972,084333606804000
971,588214570187000
971,090925722501000
970,592469386014000
970,092847837126000
969,592063307697000
969,090117986347000
968,587014019732000
968,082753513786000
967,577338534949000
967,070771111358000
966,563053234023000
966,054186857968000
965,544173903360000
965,033016256604000
964,520715771424000
964,007274269918000
963,492693543588000
962,976975354355000
962,460121435548000
961,942133492877000
961,423013205381000
960,902762226363000

54,895925108086700
55,028029259777100
55,160623078056600
55,293700185352800
55,427254322213100
55,561279344560600
55,695769221008800
55,830718030235000
55,966119958409600
56,101969296682000
56,238260438720100
56,374987878303800
56,512146206969900
56,649730111708200
56,787734372707600
56,926153861151000
57,064983537057500
57,204218447171700
57,343853722898900
57,483884578284000
57,624306308035500
57,765114285591100
57,906303961226000
58,047870860201400
58,189810580954000
58,332118793323700
58,474791236820800
58,617823718929200
58,761212113448100
58,904952358868200
59,049040456783900
59,193472470339200
59,338244522708200
59,483352795607700
59,628793527842300
59,774563013881000
59,920657602464800
60,067073695244300
60,213807745446700
60,360856256572400
60,508215781118700
60,655882919332100
60,803854317987600
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960,381382184298000
959,858874683730000
959,335241306142000
958,810483610822000
958,284603135692000
957,757601398139000
957,229479895817000
956,700240107438000
956,169883493543000
955,638411497260000
955,105825545049000
954,572127047427000
954,037317399679000
953,501397982557000
952,964370162967000
952,426235294633000
951,886994718759000
951,346649764666000
950,805201750430000
950,262651983493000
949,719001761270000
949,174252371745000
948,628405094047000
948,081461199024000
947,533421949796000
946,984288602306000
946,434062405857000
945,882744603630000
945,330336433208000
944,776839127072000
944,222253913101000
943,666582015056000
943,109824653051000
942,551983044024000
941,993058402188000
941,433051939482000
940,871964866008000
940,309798390461000
939,746553720549000
939,182232063408000
938,616834626004000
938,050362615532000
937,482817239806000

60,952126669193900
61,100696709224800
61,249561217376700
61,398717014849300
61,548160963652300
61,697889965534600
61,847900960937500
61,998190927970100
62,148756881407600
62,299595871710500
62,450704984066000
62,602081337449900
62,753722083708700
62,905624406661900
63,057785521223600
63,210202672544100
63,362873135168800
63,515794212216600
63,668963234575500
63,822377560116400
63,976034572923400
64,129931682541300
64,284066323239700
64,438435953292500
64,593038054273900
64,747870130369400
64,902929707702200
65,058214333673800
65,213721576319900
65,369449023679600
65,525394283179100
65,681554981028400
65,837928761631800
65,994513287011000
66,151306236241100
66,308305304899200
66,465508204524300
66,622912662090800
66,780516419491700
66,938317233035000
67,096312872950000
67,254501122905200
67,412879779536600
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936,914199707635000
936,344511229204000
935,773753016435000
935,201926283346000
934,629032246409000
934,055072124888000
933,480047141183000
932,903958521160000
932,326807494473000
931,748595294889000
931,169323160598000
930,588992334518000
930,007604064597000
929,425159604108000
928,841660211940000
928,257107152876000
927,671501697876000
927,084845124346000

67,571446651987300
67,730199561455800
67,889136340756100
68,048254833886400
68,207552895608200
68,367028391034400
68,526679195226900
68,686503192803100
68,846498277551400
69,006662352055400
69,166993327326400
69,327489122444200
69,488147664206900
69,648966886787200
69,809944731397800
69,971079145964200
70,132368084804100
70,293809508315700

VIRIONES

u3

5000
5020,790362186130000
5041,496489725140000
5062,120902003620000
5082,666063297030000
5103,134383949150000
5123,528221525990000
5143,849881944470000
5164,101620576620000
5184,285643329700000
5204,404107702890000
5224,459123820870000
5244,452755445000000
5264,387020962420000
5284,263894353680000
5304,085306139250000
5323,853144305430000
5343,569255210110000
5363,235444468810000
5382,853477821390000
5402,425081979940000
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5421,951945458120000
5441,435719382510000
5460,878018286230000
5480,280420885290000
5499,644470838040000
5518,971677488020000
5538,263516590690000
5557,521431024250000
5576,746831484990000
5595,941097167530000
5615,105576430160000
5634,241587445720000
5653,350418838260000
5672,433330305830000
5691,491553229700000
5710,526291270260000
5729,538720949970000
5748,529992223560000
5767,501229035760000
5786,453529866970000
5805,387968266900000
5824,305593376640000
5843,207430439310000
5862,094481299590000
5880,967724892340000
5899,828117720490000
5918,676594322630000
5937,514067730240000
5956,341429915090000
5975,159552226730000
5993,969285820510000
6012,771462076260000
6031,566893007750000
6050,356371663300000
6069,140672517560000
6087,920551854790000
6106,696748143720000
6125,469982404240000
6144,240958566110000
6163,010363819730000
6181,778868959390000
6200,547128718870000
6219,315782099790000
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6238,085452692800000
6256,856748991630000
6275,630264700450000
6294,406579034320000
6313,186257013200000
6331,969849749500000
6350,757894729290000
6369,550916087430000
6388,349424876620000
6407,153919330610000
6425,964885121600000
6444,782795612070000
6463,608112101030000
6482,441284064920000
6501,282749393250000
6520,132934619030000
6538,992255144190000
6557,861115460060000
6576,739909363040000
6595,629020165480000
6614,528820902020000
6633,439674531340000
6652,361934133590000
6671,295943103350000
6690,242035338470000
6709,200535424780000
6728,171758816650000
6747,156012013710000
6766,153592733590000
6785,164790080980000
6804,189884712880000
6823,229149000300000
6842,282847186400000
6861,351235541130000
6880,434562512510000
6899,533068874550000
6918,646987872040000
6937,776545361980000
6956,921959952090000
6976,083443136150000
6995,261199426460000
7014,455426483310000
7033,666315241700000
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7052,894050035210000
7072,138808717160000
7091,400762779190000
7110,680077467090000
7129,976911894230000
7149,291419152460000
7168,623746420480000
7187,974035070010000
7207,342420769480000
7226,729033585470000
7246,133998082050000
7265,557433417730000
7284,999453440470000
7304,460166780510000
7323,939676941180000
7343,438082387700000
7362,955476634120000
7382,491948328230000
7402,047581334670000
7421,622454816250000
7441,216643313410000
7460,830216822020000
7480,463240869390000
7500,115776588690000
7519,787880791710000
7539,479606040000000
7559,191000714510000
7578,922109083630000
7598,672971369830000
7618,443623814760000
7638,234098742990000
7658,044424624300000
7677,874626134670000
7697,724724215860000
7717,594736133790000
7737,484675535540000
7757,394552505180000
7777,324373618350000
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0
0,020833333
0,041666667

0,0625
0,083333333
0,104166667

0,125
0,145833333
0,166666667

0,1875
0,208333333
0,229166667

0,25
0,270833333
0,291666667

0,3125
0,333333333
0,354166667

0,375
0,395833333
0,416666667

0,4375
0,458333333
0,479166667

0,5
0,520833333
0,541666667

0,5625
0,583333333
0,604166667

0,625
0,645833333
0,666666667

0,6875
0,708333333
0,729166667

0,75
0,770833333
0,791666667

0,8125
0,833333333
0,854166667

ul (CD4 sanas)

1000
999,5825927
999,1637105
998,7433627
998,3215581
997,8983058
997,4736143
997,0474919
996,6199471
996,1909877
995,7606216
995,3288565
994,8956999
994,4611591
994,0252413
993,5879533
993,1493021
992,7092944
992,2679365
991,8252349
991,3811958
990,9358252

990,489129
990,0411132
989,5917832
989,1411446
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Fig. 10  Evolucidn aproximada de la carga viral




Observaciones:

e Segun las técnicas de laboratorio utilizadas en nuestro pais la carga viral menor a 50 copias/ml de
plasma, resulta indetectable. Rango dinamico : 50 — 500000 copias/ml.

e los resultados obtenidos al realizar la simulaciéon en Excel constituyen una aproximacién de los
resultados que arrojan otros programas computacionales mas potentes que mejor se adaptan a la
simulacién de la dindmica del VIH.
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Capitulo 4

4.1 Resultados y conclusiones

La elaboracion de modelos matematicos deterministicos han permitido describir el
comportamiento de las variables que explican la interaccion del virus VIH-1 y el sistema inmune y
han demostrado ser una valiosa herramienta de estudio de una dinamica tan compleja como la de
esta infeccion.

En este trabajo se exponen varios modelos y se analizan dos de ellos formulandose distintas
estrategias de solucion basadas en la utilizacion de programas computacionales. Asimismo, se logra
simular aproximadamente la progresion de la enfermedad en una etapa temprana de la infeccién
empleando una planilla de Excel donde las variables cambian muy poco respecto de los valores
iniciales. En este punto, cabe mencionar, la importancia que ejerce el analisis numérico como
instrumento de la Matematica Aplicada cuando se necesita dar solucion al modelo que expresa una
representacion simplificada del fenémeno que se estudia.

Del analisis de la simulacion del Modelo | surge que la condicion de no — infeccidn es inestable y la
de infeccion es estable. Este modelo reproduce las etapas de infeccidén temprana y asintomatica de
la evolucion del virus. En la etapa inicial disminuye la concentracion de linfocitos T CD4+
pudiendo llegar a 200 células /mm?® durante los primeros dos afios , con un aumento de linfocitos T
CD8+ citotdxicos llegando a casi 800 células/ mm?® durante este periodo. Durante la infeccion
primaria, un gran numero de células sanas se ven afectadas rapidamente, esto provoca altas
concentraciones de viriones infecciosos en plasma sanguineo, pudiendo llegar a niveles tan altos
como 107 copias/ml de plasma. Luego de la infeccion aguda, el nimero de particulas virales caen a
niveles casi indetectables. Sin embargo, el conteo de células CD4 no se recupera del todo tal como
sucede con los datos clinicos. A pesar de esta caida del virus en sangre, la replicaciéon del VIH
continda dentro del sistema linfatico y posiblemente en otros tejidos. La segunda fase de la
infeccion es més lenta y la simulacién muestra el comportamiento oscilatorio de las variables donde
las poblaciones de linfocitos tienen fases opuestas.

Los linfocitos T CD4 + infectados se unen a otros linfocitos T CD4 + sanos e infectados y los
linfocitos T CD8 + al no poder reconocerlos destruyen todas las células sanas e infectadas. Por lo
tanto, es la accion de los CD8 + que al destruir los linfocitos sanos contribuye a la replicacion sin
control del virus que sufre también reiteradas mutaciones generando una enorme diversidad de
poblaciones viricas.

El VIH ocasiona la alteracion de la funcién para la cual las células CD4 estdn programadas
convirtiéndolas en productoras de nuevos viriones.
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Al simular los Modelos | y 1l se obtienen las dos primeras etapas de la infeccion, la aguda con el
pico viral, caida de CD4 y aumento de CD8 y el periodo asintomatico donde los valores tienden a
recuperarse alcanzando el equilibrio estable del sistema.

Estos modelos no simulan la etapa del SIDA que se caracteriza por el colapso del sistema inmune,
sin embargo pueden representarla considerando que uno o varios de los pardmetros estén
expresados en funcion del tiempo, por ejemplo gue la tasa de muerte de los linfocitos CD4 aumente
linealmente con el tiempo. En este caso, al agregar un pardmetro dependiente del tiempo, se genera
un sistema no auténomo.

La formulacion de cada modelo es evidentemente mejorable. Cualquier solucion es susceptible de
perfeccionarse con la intencion de lograr resultados que sean lo mas cercano posible a la realidad.
Al incorporar al modelo diferentes pardmetros que son estimados clinicamente surgen errores que
se suman a errores por redondeo originados al efectuarse los calculos matematicos implicitos en la
ejecucién del algoritmo computacional.

En resumen, estos sistemas presa — depredador describen la interaccion entre el virus y el sistema
inmune segun una serie de vaivenes que no ocurren indefinidamente pues la poblacion viral crece a
tal punto que finalmente logra destruirlo.
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4.3 Anexos

4.3.1 Medidas en epidemiologia

Proporcion: Es una medida que expresa la frecuencia con la que ocurre un evento en relacién con la
poblacion total. Se obtiene dividiendo el nimero de eventos ocurridos entre la poblacion total en la
gue han ocurrido. Este valor estd comprendido entre 0 y 1 y suele expresarse como un porcentaje al
multiplicarlo por 100.

Tasa: Representa la dindmica de un suceso en una poblacién a lo largo del tiempo. Puede definirse
como la magnitud de cambio de una variable por unidad de cambio de otra que generalmente es el
tiempo y puede interpretarse como la medida de la frecuencia con la que ocurre un fenémeno. El
empleo de tasas es fundamental para la comparacién de poblaciones en diferentes momentos |,
lugares o diferentes grupos dentro de la misma poblacién.

4.3.2 Ecuacién diferencial

Es una ecuacion en la cual la incognita es una funcién que involucra no sélo la funcion
incognita, sino también sus derivadas hasta un cierto orden.

Una ecuacién diferencial se llama ordinaria si la incognita es una funcion de una sola variable
donde las derivadas que aparecen son derivadas ordinarias en contraposicion a las derivadas
parciales correspondientes a funciones de varias variables.

En general, una ecuacion diferencial tiene infinitas soluciones que constituyen una familia de
soluciones dependientes de una constante arbitraria que se llama solucion general. Si se especifica
el valor de la constante arbitraria se obtiene una solucién llamada solucién particular.

En una aplicacion interesa encontrar una solucion particular que verifique alguna condicion inicial
mediante la cual el problema se transforma en un problema de valor inicial (PV1).

Las ecuaciones diferenciales se clasifican segin su orden : una ecuacién diferencial ordinaria es de
orden n, si la derivada de mayor orden de la funcién desconocida en la ecuacion es la derivada
enésma.

Forma general de una ecuacion diferencial ordinaria:

Fx,y,y,y y ...y, y") =0
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4.3.3 Sistemas de ecuaciones diferenciales

Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias tiene dos 0 méas ecuaciones que involucran
derivadas de dos o mas funciones incognitas de una sola variable independiente. Se puede
representar de la siguiente manera:

7dx
= R )
dx
e k)

dx
L=f (t,X,X X.)
) 1! 2 L |
Kdt n n
donde Xi, X2 ,...,xn son lasfunciones desconocidas Yy tes una variable independiente.
Una solucién de este sistema es el conjunto X1 =d¢1 ; X2= d2, ... , xn= n, definidas en un

intervalo |, que satisface cada ecuacion del sistema en dicho intervalo.

Las soluciones de la mayoria de los sistemas de ecuaciones diferenciales no son expresables por
medio de funciones elementales, por lo tanto para hallarlas se emplean técnicas de aproximacion
como el método de Euler o el método de Runge —Kutta , entre otros.

4.3.4 Sistemas lineales y no lineales

Una ecuacion diferencial puede servir como modelo matematico para una sola poblacién en un
medio ambiente, pero si dos 0 mas especies interactian viviendo en el mismo medio ambiente
entonces un modelo para sus poblaciones x(t) y y(t) podria ser un sistema de dos ecuaciones
diferenciales de primer orden como

dx

— = T, X,
" g, (t, X, y)
dy

=L =g, (t,x,
ot g, (t x,y)

cuando g1 y g son lineales en las variables x , y , es decir que g1 y g tienen la forma
g,(t,x,y) =c,x+c,y+ f,(t) g,(t X, y)=cx+c,y+ f,(t)
entonces se dice que el sistema dado es lineal.
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Un sistema de ecuaciones diferenciales que no es lineal se llama no lineal.

4.3.5 Andlisis cualitativo

La teoria cualitativa se dedica a investigar la cualidad, es decir, las propiedades de las
soluciones de una ecuacion diferencial, desconociendo las soluciones. Este estudio evolucion6 a
partir de las contribuciones de Poincaré (1854-1912) y Lyapunov (1857 — 1918) entre otros . La
importancia de conocer el comportamiento de las soluciones de un sistema de ecuaciones
diferenciales puede observarse en diversos campos de la ciencia como la fisica , la epidemiologia, la
ecologia, etc.

La solucidn explicita de una ecuacion diferencial es , en muchos casos, muy dificil y hasta
imposible de obtener , pero una ecuacion diferencial en si misma resulta una importante fuente de
informacién. EI método que procura encontrar si una ecuacién diferencial tiene solucion , que
investiga su unicidad , las propiedades de las soluciones desconocidas o estudia la geometria de las
curvas de solucién se denomina método cualitativo. Sin embargo, si se quiere encontrar el modo
de aproximarnos a los valores de una solucién desconocida , el método en cuestién serd el método
de analisis numérico. Por lo tanto , tres son los métodos que se emplean para el estudio de las
ecuaciones diferenciales : el analitico , que encuentra la solucion exacta, el cualitativo y el
numérico.

<« , —> Cualitativo
Métodos

De este modo es importante, en muchos casos, obtener informacion cualitativa respecto de las
propiedades generales de las soluciones, determinando , por ejemplo si toda solucién crece sin
limites , si se aproxima a un limite finito o si es una funcion periédica de la variable tiempo.

4.3.6 Sistema dinamico

Un sistema dinamico consiste en un conjunto de variables dependientes del tiempo llamadas
variables de estado junto con una regla que describe el sistema. Los sistemas dindmicos continuos
en el tiempo poseen una regla o0 modelo matematico que es una ecuacion diferencial o un sistema de
ecuaciones diferenciales.

Poincaré visualizaba un sistema dinamico como un campo de vectores donde una solucién es una
curva suave tangente en cada uno de sus puntos al vector en dicho punto. Su principal objetivo era
la descripcion global de todas las soluciones (espacio fase) y el efecto que produce pequefas
perturbaciones en las condiciones iniciales (estabilidad).
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Se denomina estado del sistema al tiempo t al valor de las variables de estado en ese instante.

=f.(t,x,y)
e Ejemplo: Un sistema de ecuaciones diferenciales como

=f,(t,xY)

o |lQ oo

puede describir las poblaciones de dos especies que luchan por la supervivencia en un determinado
habitat donde para cada t, x(t) , y(t) representa la cantidad de individuos de cada especie. Sus
soluciones son pares de funciones que verifican lo establecido por cada una de las ecuaciones del
sistema.

o Sistema autonomo: Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias en la que la variable
independiente no aparece explicitamente se llama auténomo.

dx
&t f.(x,y)
Por lo tanto, un sistema de ecuaciones diferenciales auténomo tiene la forma: d
y
— = f_ (X,
dt (X, y)

En general se asume que fi y fson continuas y derivables en una region R del plano xy. Por lo
tanto, de acuerdo con los teoremas de existencia y unicidad, dado to y cualquier punto  (Xo, Yo) de
R, existe una solucion Gnica x = x(t) , y=y(t) definida en algln intervalo abierto que contiene a
to y que satisface las condiciones iniciales X(to) =Xo Y Y(to)=Yo.

El plano formado por los pares de valores (x;y) suele llamarse plano de fase (ilustra fases o estados
del sistema), es decir, cada solucién del sistema es un par de funciones x(t) e y(t) que definen
una curva C= [x(t), y(t)] en el plano XY o plano de fases. Asi , cada punto de la curva C indica
el estado del sistema en un instante t que corresponde a unas condiciones iniciales dadas y
muestra como estan relacionados entre si los valores de x e y a medida que t crece. Este tipo de
curvas se llaman trayectorias u Orbitas. Para cada punto (X;y) de una trayectoria , el vector (fi(x;y)
, T2(X,y)) es un vector tangente a dicha Orbita, por tal motivo el conjunto de vectores (fi(xy) ,
fa(x,y)) constituyen el campo direccional del sistema. La direccion del campo indica la forma de
una familia de curvas solucion de la ecuacion diferencial dada que permite a simple vista observar
aspectos cualitativos de la solucién. De este modo, una curva solucion que pasa por un campo
direccional debe seguir el patrén de flujo del campo. En general, se consideran n — uplas con n
funciones que representan tantas como especies interactdan entre si definidas en el espacio de fase.

Si el sistema diferencial fuera no autbnomo, los puntos criticos, trayectorias y vectores de direccion
, en general, cambian con el tiempo y no podria lograrse una visualizacion concreta del plano fase
fijo.

Las propiedades cualitativas de las trayectorias permiten obtener informacion sobre el
comportamiento de las soluciones, por ejemplo, las trayectorias cerradas del plano de fases
corresponden a soluciones periddicas pues a medida que t crece, la trayectoria del punto (X, y)
recorre la misma curva cerrada una y otra vez , por lo tanto las soluciones del sistema serén
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periddicas. Ademas, cabe mencionar, que dos curvas solucion en el espacio fase para un sistema
auténomo no pueden coincidir en ningdn punto , es decir, que dos trayectorias carecen de puntos
comunes.

Observacion: En muchas ocasiones no es necesario encontrar las soluciones explicitas del sistema
en cada instante t , sino que se necesita determinar la relacion existente entre las variables
dependientes del sistema.

o Soluciones de equilibrio: Representan soluciones de referencia que permiten averiguar el
comportamiento de las demas soluciones de la ecuacién diferencial. Existe una propiedad
béasica de las soluciones de equilibrio que afirma lo siguiente:

Si , inicialmente, el sistema estd en un estado de equilibrio, permanecera en dicho estado en todos
los instantes posteriores , a menos que una fuerza externa lo perturbe.

dx
Rl (C8)
Sea el sistema auténom , i se supone que f(x,y) y g(x,y) tienen derivadas
Y gy
dt ’

parciales continuas en el plano, los puntos en que f(x,y) =0y g(x,y) =0 constituyen los puntos
de equilibrio.

(Xo ; Yo) es un punto de equilibrio si f(Xo,Yo) = g(Xo, Yo) =0 —x=%xo, Y=VYo €S unasolucién
del sistema que es constante y por lo tanto una posicion de equilibrio.

Es decir, cualquier solucién constante del sistema de ecuaciones diferenciales es un punto de
equilibrio.

d
af Y
o Ejemplo: Sea el sistema de ecuaciones diferenciales autbnomo: g
3
=X+
q y

Los puntos de equilibrio (x , y) son aquellos que verifican 1-y=0 , x3+y=0 — existe un
Unico punto critico que es (-1, 1) = (x(t) , y(t)) , siendo la Gnica solucién que permanece constante
en el tiempo.

Estas soluciones son de gran importancia en algunas situaciones practicas: si se supone que x(t) y
y(t) son dos poblaciones de animales que conviven en el mismo medio ambiente y que compiten
por el mismo alimento, un punto critico (Xo , Yo) representa una poblacion constante X, Yy una
poblacion constante Yo, que pueden coexistir en el mismo medio . En cambio si (Xo, Yo) N0 €S un
punto de equilibrio , las dos poblaciones no pueden coexistir y por lo tanto, uno o las dos
cambiaran con el tiempo.
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Si el punto de equilibrio posee todas sus componentes nulas (sin individuos en ninguna poblacion)
el estado se denomina trivial. Si alguna componente es nula (no todas) el estado se llama
semitrivial y si las componentes son todas positivas el estado es de coexistencia.

o Estabilidad de soluciones de equilibrio: EIl concepto de estabilidad surge al preguntar si las
soluciones que surgen en una vecindad de una solucidn de equilibrio en un tiempo to
permaneceran en tal vecindad para t>t;. Una solucién de equilibrio es estable si luego
de una pequefia perturbacion vuelve a su valor y si no lo hace , es inestable. Una solucién
de equilibrio es asintoticamente estable si cualquier solucién que comienza en
proximidades del punto de equilibrio se aproxima a dicho punto con el paso del tiempo.

Equilibrio inestable y estable

./

En equilibrio inestable cualquier perturbacion por pequefia que sea , alejara a la “canica” de su
posicion de equilibrio, en cambio en equilibrio estable, se mantendra oscilando alrededor de esta
posicién.

= Definicion:

Un punto critico (x=y+) de un sistema autdnomo es estable si el punto inicial (Xo,Yo) esta lo
suficientemente proximo a (x=, y=) entonces (x(t),y(t)) permanece cercano a (x=, y=) para t>0.

4.3.7. Modelo Presa— Depredador

El matematico italiano Vito Volterra (1860-1940) desarroll6 el modelo clasico presa —
depredador para estudiar el comportamiento ciclico de las poblaciones de peces y tiburones del mar
Adridtico.

En general , para construir este tipo de modelos se supone que dos especies de animales
interacttan entre si dentro del mismo medio ambiente y ademas se considera que la primera especie
se alimenta s6lo de vegetacion y la segunda sélo se alimenta de la primera especie, es decir, una es
un depredador y la otra es una presa.
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Esta situacion puede modelarse por medio de un sistema de ecuaciones diferenciales.

Por ejemplo, si los depredadores son zorros y las presas conejos, sea Xx(t) , y(t) las poblaciones
de zorros y conejos, respectivamente, en el tiempo t.

Si no hubiera conejos, entonces los zorros sin suministro de alimento , disminuyen en nimero
segun:
dx
— = —ax con a>0
dt

sin embargo, si hay conejos, es razonable que el nimero de encuentros o interacciones entre estas
dos especies por unidad de tiempo sea conjuntamente proporcional a sus poblaciones x , y, es decir,
proporcional al producto xy. Entonces cuando hay conejos, al haber suministro de alimento, los
Zorros se agregan al sistema en una proporcién bxy , b >0.

Asi se obtiene un modelo para la poblacion de zorros:
dx
— = —ax+ bxy
dt

Ademas, si no hay zorros, entonces la poblacion de conejos, con una suposicién adicional de
suministro sin limites de alimento, crecera con una razén proporcional al nimero de conejos
presentes en el tiempo t :

dy _

d d>0
dt y

Luego si estan presentes los zorros, un modelo para la poblacion de conejos es la ecuacion anterior
disminuida por cxy, ¢ >0, que representa la razon a la que los conejos son comidos durante sus
encuentros con los zorros:

dy
= —dy-cx
A

Resulta entonces el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

%——ax+bxy
dt
dy
— =dy—cx
at y—Cxy

con a>0, b>0, c>0vy d>0.

Este sistema de ecuaciones diferenciales no lineal se conoce con el nombre de modelo presa —
depredador de Lotka — Volterra (1926).
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Observacién: El estado trivial es siempre uno de los puntos de equilibrio de cualquier sistema de
Lotka — Volterra.

Puntos de equilibrio:
X.(-a+by)=0 X=—; y=
y.(d -cx) =0
El sistema presa — depredador tiene dos puntos de equilibrio (0;0) vy (% , %j

donde (0, 0) es el caso donde no hay presas ni depredadores.
El punto de equilibrio (0, 0) es el caso donde no hay presas ni depredadores , en cambio el punto

d a - . .
[— S representa un estado de equilibrio en el cual estos valores no cambian pues es una solucién
c

del sistema independiente del tiempo.

4.3.8 Andlisis numérico

El analisis numérico involucra el desarrollo y evaluacion de métodos que permiten calcular
resultados numéricos requeridos a partir de datos numéricos. Los datos representan la informacion
de entrada ; los resultados requeridos constituyen la informacion de salida y el método de célculo se
denomina algoritmo.

Los problemas de anélisis numérico pueden ilustrarse con el siguiente diagrama:

Informacion

- 5 Algoritmo - > Informacién de

de entrada .
salida

Existen diferentes algoritmos disponibles que generan una determinada informacion de salida. El
criterio de seleccion se basa en elegir aquel algoritmo que proporcione mayor rapidez y exactitud.
La exactitud implica la existencia de error, que generalmente comienza con la inexactitud de la
informacién de entrada pues normalmente proviene de un proceso de medida. Asimismo , el
algoritmo de calculo también introduce error, por lo tanto , la informacion de salida posee errores
provenientes de ambas fuentes.
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4.3.9 Método de Runge Kutta de orden 4 (RK4)

Los métodos de Runge — Kutta se implementaron para evitar el célculo de derivadas de orden
superior que se desarrollan en el método de Taylor.

Este método es uno de los procedimientos mas populares y mas precisos que permite obtener
soluciones aproximadas para un problema con valores iniciales y es nombrado en honor a Carl
Runge (1856 — 1927) y Wilhelm Kutta (1867 — 1944). Esta disefiado para imitar el método de la
serie de Taylor sin requerir derivacion analitica de la ecuacion diferencial original.

Sea el sistema de m ecuaciones diferenciales:

d .
()

du -
E =U 2 = fz(t,ul,uzy--"um)

du -
dtm - Um = fm (t’ul’UZ""vum)
N
Ademas a<=t <=Db convaloresiniciales ui(a)=o1 . U2(a)= oz ; Um(a)=om
El objetivo es encontrar  ui ¢ , U2(t), ... , um(t) que verifican el sistema y cumplen con las
condiciones iniciales.
. b—a . -
Dado un n, se obtieneel paso: h=—— y el intervalo queda dividido en n+1 nodos
n

siendo tj=a+hj con j=0,1,...,n

Luego se calcula el valor de cada funcion en cada uno de los nodos:
Ur (to) , ui(t) , u(te) ... ui(t)

Ua(to) , ux(t)) , Uzt ....uo(tn) , ...engeneral wui(t) =uj esel valor de la funcioni—
ésima en el nodo j-ésimo;con i=1,2,....,n ;j=0,1,...,n
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Las formulas del algoritmo son las siguientes:

/
ky =h.f(t;;u;5u,5.5Uy)

h k k k -
ky =h.f(t, +E;u“ +%;U2j +%;u3j +?;---ium,~ +?

k
2 U+ K
2 ! 2

+k3m)

h k k
<k31 =h.f;(t; +§;u1j +%;u2j +%;u3j +

Ky =h.f(t; +hiuy; + Ky Uy +KypsUg; +Kggiensu

mj

WUija = Ujj +%'(kli + 2Ky + 2Ky +Ky;)

La demostracion de estas férmulas se describe con detalle en los libros de Henrici (1962) y Ralston
(1965). También existen formulas de Runge- Kutta de orden més alto cuyas deducciones son aun
mas extensas.

Generalmente para desarrollar estas formulas se emplean paquetes de software de manejo simbdlico
como Mathematica o Matlab.

A continuacién se muestra un ejemplo en el que se resuelve el sistema
Ur=-4Ur+3Ux+6 =F (t;us; W)
Uz=-24u1+16u+36="F(t,ur,u)

con 0<=t<=2 ; n=20,

U0 =0; u20=0 como valores iniciales en una planilla de Excel y su comparacién con su solucion
exacta U, =-3,375e% +1875e°" +15 ; u,=-2,25e7% +2,25e"
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k, = h.fl(tj;ulj;uzj)
ki, =h.f(t;;u;;5u,;)

2]

h
k21:h'f1(tj+5’u1j+%,uzj+ ;2
h k
Ko :h-fz(tj"‘E,Ulj—i— él,uzj—l—?z)
h k k
k31:h'fl(tj+5’u1j+%,uzj+ ;2)
k
k32:h'f2(tj+g;uij+%;u2j+ 22)

h
k, =h.f (t; +E;u” + Ky iUy +Kgy)
Kp =hf(t; +hju; + kg iU, +Kgy)

1

Uy = Uy, +E.(k11 +2.K,, +2.Ks +Ky)
1

Uyj,g = Uy, +E'(k12 +2k,, +2.k;, +k,,)

Observacién: La convergencia a la solucion exacta de la ecuacion diferencial es el objetivo de
cualquier método. Es decir, si se emplean mas y mas términos de una serie, o intervalos h , cada
vez mas pequefios la sucesion de soluciones aproximadas debe converger a la solucion exacta, sin
embargo, al reducir el tamafio del paso, el error por truncamiento aumenta pues la computadora
emplea solamente una cantidad finita de digitos.
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Valores iniciales

k11

k12

k21

0

0,6

0,36

0,534

20

0

0,1

0,48058579

0,28195895

0,42676248

o |5 |T|w

0,1

0,2

0,38323516

0,21856545

0,33937294

0,3

0,30393232

0,16714473

0,26821757

0,4

0,23939009

0,12550764

0,21033822

0,5

0,18691773

0,09186259

0,16331357

0,6

0,14431285

0,06474345

0,1251618

0,7

0,10977284

0,04295054

0,09426086

0,8

0,08182241

0,02550231

0,06928327

0,9

0,05925419

0,01159574

0,04914271

0,04108019

0,00057399

0,03295025

1,1

0,02649199

0,00810013

0,01997857

1,2

0,01482818

0,01486588

0,00963266

1,3

0,00554768

0,02008237

0,00142579

1,4

0,00179208

0,02404308

0,00504012

1,5

0,00755301

0,02698781

0,01009058

1,6

0,01203106

-0,0291124

0,01399171

1,7

0,01546811

0,03057675

-0,016961

1,8

0,01806186

0,03151133

0,01917619

1,9

0,01997381

0,03202253

0,02078243

0,02133584

0,03219705

0,02189823
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k22

k31

k32

k41

k4?2

0,3168

0,54072

0,321264

0,4800912

0,28162944

0,24684537

0,4322601

0,25049508

0,38283028

0,21829574

0,19006247

0,34386994

0,19304569

0,30360089

0,16692398

0,14404443

0,27189547

0,14648218

0,23911879

0,12532697

0,10682144

0,21334566

0,10881277

0,18669566

0,09171473

0,07678147

0,16577223

0,07840748

0,14413108

0,06462245

0,05260538

0,1271713

0,05393247

0,10962407

0,04285153

0,03321385

0,09590275

0,03429635

0,08170065

0,0254213

0,01772381

0,07062432

0,01860622

0,05915454

0,01152947

0,0054129

0,05023758

0,00613165

0,04099865

0,00051978

0,00430971

0,03384368

0,00372482

0,02642527

0,00814446

0,01192718

0,0207072

0,01145173

0,01477359

0,01490213

0,01783454

0,01022647

0,01744857

0,00550302

0,02011201

0,02235468

0,00190932

0,02204184

-0,0018286

-0,0240673

0,02575148

0,00464677

0,02549838

0,00758288

-0,0270076

0,02824047

0,00977097

0,02803618

0,01205548

0,02912856

0,02999767

0,01373237

0,02983321

0,01548807

0,03058995

0,03116672

0,01675092

0,03103477

0,01807817

-0,0315221

0,03186481

0,01900635

0,03175937

0,01998713

0,03203131

0,03218747

0,02064544

0,03210364

0,02134672

-0,0322042

0,03221251

0,02178807

0,03214626

0,02226449

0,03211132
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ul u2 Valor real 1 | Valor real 2 Error 1 Error 2

0 0 0 0 0 0
0,5382552 | 0,31962624 | 0,53826391 | 0,31963204 | 0,001617566 0,001815734
0,96849874 | 0,56878217 | 0,96851299 | 0,56879168 | 0,001472007 0,001670692
1,31071904 | 0,76073313 | 1,31073655 | 0,7607448 | 0,001335724 0,001533962
1,58126524 | 0,90632062 | 1,58128435 | 0,90633336 | 0,001208603 0,001405439
1,79350749 | 1,01440242 | 1,79352705 | 1,01441545 | 0,001090474 0,001284978
1,95837756 | 1,09221291 | 1,95839677 | 1,09222571| 0,000981114 0,001172399
2,08481141 | 1,14565802 | 2,08482976 | 1,14567025 | 0,000880253 0,001067484
2,18011153|1,17955673 | 2,1801287|1,17956817| 0,000787578 0,00096999
2,25024355| 1,1978387 |2,25025936 | 1,19784924 | 0,000702741 0,000879643
2,30007912 | 1,20370613 | 2,30009351 | 1,20371572 | 0,000625363 0,00079615
2,33359468 | 1,19976621 | 2,33360763 | 1,19977484 | 0,000555043 0,000719199
2,3540342 | 1,18813953 | 2,35404577 | 1,18814724 | 0,000491362 0,000648464
2,364042441,17054885 | 2,3640527|1,17055568 | 0,000433893 0,000583611
2,36577399 | 1,14839173 | 2,36578303 | 1,14839775 | 0,000382206 0,000524301
2,36098253 1,1228|2,36099046 | 1,12280528 | 0,000335872 0,000470192
2,35109393 | 1,09468839 | 2,35110086 | 1,094693 | 0,000294468 0,000420944
2,33726605 | 1,06479437 | 2,33727207 | 1,06479838 | 0,000257584 0,000376223
2,3204377 | 1,03371073 | 2,32044292 | 1,0337142| 0,000224824 0,000335704
2,30136869 | 1,00191223 | 2,3013732|1,00191522 | 0,000195813 0,000299069
2,28067264 | 0,9697774 |2,28067653 | 0,96977998 | 0,000170191 0,000266013

Error relativo = (ABS(real-aprox)/real)*100

Esta medida se puede emplear para comparar las bondades de la aproximacién por Runge — Kutta.

Al iterar un algoritmo se obtiene una sucesion de valores que en general no coincidiran con la
solucion exacta pues el algoritmo s6lo proporcionara una aproximacién mediante el polinomio de
Taylor que para Runge — Kutta de cuarto orden sera de orden 4.
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4.3.10 Solucion numérica de un modelo Presa- Depredador

En el siguiente ejemplo se muestra un modelo clasico de Lotka — Volterra no lineal

u1=-016.u, +0,08u,.u,

Modelo: .
u2=-09u,u, +4,5.u,
Condiciones iniciales: u1(0)=4 ; ux(0)=4
Ui . depredadores ; Uz : presas
Solucién mediante Excel:
a 0| Valores iniciales t k11 k12
25 4 0 0,320000000000000 | 1,800000000000000
50 4 0,5 0,663199968448199 | 1,306387597359840
h 0,5 1 0,853352043432501 | 0,751842900732536
1,5 0,592147838737133 | 2,071683732513190
2 0,136409826629011 | 1,590626772296600
2,5 -0,166028020822386 | 0,827090964640229
3 -0,301650512621200 | 0,386591168034704
3,5 -0,347641236137587 | 0,177238859789211
4 -0,352664355809232 | 0,074452743921492
4,5 -0,338760956284794 | 0,013675449282582
5 -0,314763065964577 | 0,037108015154760
5,5 -0,283071096691032 | 0,100090035166812
6 -0,241791967997777 | 0,201882926807404
6,5 -0,184070331421545 | 0,386019423039387
7 -0,094892674269087 | 0,720375733999806
7,5 0,054129506898901 | 1,255421027865020
8 0,302699577984014 | 1,782257612269850
8,5 0,643760464437418 | 1,376573637847910
9 0,852131565507569 | 0,626615999600718
9,5 0,615257524559375 | 2,051087795579310
10 0,159012522374915 | 1,634537863011090

110




10,5 -0,153987647035535 | 0,860921522757209
11 -0,296704000949274 | 0,403646514382599
11,5 -0,346128430772835 | 0,185370937602438
12 -0,352727726603901 | 0,078725000210466
12,5 -0,339595874029167 | 0,016526086162072
13 -0,316061998215296 | 0,034336578694005
13,5 -0,284794049220690 | 0,096214844579409
14 -0,244124259923878 | 0,195191095838047
14,5 -0,187515786758521 | 0,373576094003275
15 -0,100512768471174 | 0,698002305771493
15,5 0,044420353796513 | 1,222641018346000
16 0,286809428507441 | 1,763156432121760
16,5 0,625253605380287 | 1,436558326459220
17 0,849490898357991 | 0,507766373063831
17,5 0,636146299545951 | 2,025400958325650
18 0,180658612486852 | 1,674739006346980
18,5 -0,142188844513686 | 0,893576086446049
19 -0,291781421484424 | 0,420309801033558
19,5 -0,344569005848045 | 0,193317432346758
20 -0,352714360087050 | 0,082867105066102
20,5 -0,340335691815786 | 0,019241322385298
21 -0,317247437624332 | 0,031759020851765
21,5 -0,286375083876779 | 0,092673877038134
22 -0,246261174864183 | 0,189124303049318
22,5 -0,190659508021549 | 0,362309191558885
23 -0,105621299257533 | 0,677645498702081
23,5 0,035599311705374 | 1,192266151954720
24 0,272262077735397 | 1,743323419621590
24,5 0,607768687478016 | 1,487456901877110
25 0,845732953519514 | 0,396041559767310
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k21 k22 k31
0,482560000000000 1,852200000000000 0,496416376320000
0,838157264600077 0,509364076879340 0,775110466742724
0,836600035174463 -1,793214490698330 0,716763917989012
0,358936971521074 -2,045172202841590 0,355619201953203
-0,067757094054061 -1,144588455428770 -0,009937859460829
-0,267756718703958 -0,538407839322726 -0,229619217712053
-0,340361766079556 -0,250261899987704 -0,323037488599991
-0,357110482953164 -0,113664994114920 -0,349675144119285
-0,349060824304200 -0,040052850150631 -0,345559686922122
-0,328834736376836 0,011712126638144 -0,326665223326670
-0,300944305589555 0,065036857668927 -0,298819372911683
-0,265443328625508 0,141760927503287 -0,262375437432086
-0,218362173772840 0,274222420034194 -0,213070845478751
-0,149762895929479 0,517164273812641 -0,140166519973099
-0,039049121656938 0,945260171284003 -0,022143636756046
0,150986897701170 1,553765759583140 0,176105369390057
0,461613762411502 1,863298041171380 0,477314504056428
0,821787077037663 0,632727379677220 0,764711480142300
0,850686619870751 -1,698762565215720 0,729326723853337
0,388115320582230 -2,080077656914870 0,377535153354093
-0,050337089116354 -1,189765464690520 0,007051540338111
-0,260494887729244 -0,561957336888852 -0,220977126021242
-0,337852544467102 -0,261310928060277 -0,319709643550935
-0,356703856011323 -0,119181914624409 -0,348917142799060
-0,349638315177453 -0,043319027023022 -0,346000976443231
-0,329940916481038 0,009081937802277 -0,327731480697390
-0,302438807329636 0,061932231457969 -0,300329775821542
-0,267394925076405 0,136873720257350 -0,264397821879877
-0,221079713717460 0,265385850799388 -0,215942055719720
-0,153960530276903 0,500734668380093 -0,144655785225374
-0,046176198666912 0,917199235278503 -0,029736005121680
0,138488702080232 1,519854086584970 0,163270466882759
0,442237625135323 1,869075963366720 0,459471242496713
0,805510489508324 0,743432374864291 0,753941484177671
0,862108308204479 -1,603220307794730 0,740032933022377
0,415574166687590 -2,108806376581130 0,397982997089900
-0,033303242677753 -1,233045893504610 0,023408046628201
-0,253291696874201 -0,584957114610898 -0,212483376920828
-0,335313444302281 -0,272121430827430 -0,316372822172385
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-0,356230339409666 -0,124553488537001 -0,348097508380740
-0,350128747528804 -0,046459277506561 -0,346356161931505
-0,330944019220308 0,006606934549218 -0,328693333935995
-0,303809553064045 0,059073064937719 -0,301712594679489
-0,269186447926672 0,132428622011886 -0,266252236984436
-0,223565872418735 0,257384520157398 -0,218566673199311
-0,157782975461816 0,485842819375324 -0,148742734373081
-0,052645550830758 0,891549099606600 -0,036633583883034
0,127128399872332 1,487843640758080 0,151567403396966
0,424388688141408 1,870619964647310 0,442890549014526
0,789566322253701 0,842126615897278 0,743031015456220
0,871162118058625 -1,508246244654310 0,749038311671197

k32

k41

k42

1,681888766400000

0,662212197801184

1,287587760448680

0,243258308965654

0,828919281214872

-0,708222896160958

-1,609062807357420

0,583533129670999

-1,981858963659940

-1,873076934075250

0,148337750377448

-1,613300621893950

-1,201386623818950

-0,170655537765803

-0,830317252932828

-0,596908295452763

-0,306497443327583

-0,383196330284628

-0,274369531023679

-0,349337568914011

-0,176709489803873

-0,121530796045464

-0,353089063567400

-0,074687462598746

-0,042362354384051

-0,338878463436272

-0,013855612251500

0,011399328776016

-0,314849483808020

0,036967676093752

0,066332870702542

-0,283170607101527

0,099879247646686

0,146194409826343

-0,241864540540757

0,201591594274367

0,285533499204607

-0,183990074252921

0,385825756319016

0,541304655451854

-0,094343696107556

0,720680118499466

0,982938859418224

0,055846098003385

1,256106252705950

1,563234950405020

0,306202482994028

1,778383852755080

1,706323797187810

0,643480646988993

1,358116075985620

0,357888828637918

0,828986902929373

-0,590214262879334

-1,538978395800140

0,604173401881123

-1,956182100821530

-1,891450377811110

0,171570588752604

-1,655154755846810

-1,240811272771530

-0,158065104654620

-0,865586308969071

-0,622269188689801

-0,301718465412873

-0,400176077145097

-0,286774184171522

-0,347939095136852

-0,184754939962426

-0,127560846054770

-0,353186338021535

-0,078955956158643
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-0,045797603089046

-0,339719376582835

-0,016712666098902

0,008690081299466

-0,316148024155244

0,034196618307745

0,063120300452822

-0,284893501932456

0,096008469770297

0,141067938569171

-0,244200658980468

0,194900105849445

0,276186251863433

-0,187449357440638

0,373365359742073

0,524009817307581

-0,100002308346525

0,698261757513215

0,954392147178114

0,046048764157871

1,223329799455010

1,533093177597720

0,290231727031443

1,759779298853410

1,724414552219110

0,625564008621685

1,418576030082470

0,462701391432224

0,827648248580692

-0,477850614582733

-1,467935847999260

0,622823727367211

-1,926645997136030

-1,905479354358270

0,193646958712245

-1,692796618633470

-1,277860311424850

-0,145678856019043

-0,899695428326952

-0,646858087209569

-0,296941910395519

-0,416799752268214

-0,298902103038834

-0,346491478443289

-0,192615852128561

-0,133440800723719

-0,353207081667916

-0,083093123458909

-0,049105585122897

-0,340465462447119

-0,019434224303491

0,006139761484067

-0,317333193437008

0,031619034734998

0,060163534656032

-0,286474393122243

0,092471558390874

0,136407950829649

-0,246340885504706

0,188834048005018

0,267723387085010

-0,190605325151562

0,362083620602982

0,508320998768670

-0,105145188717929

0,677863807558440

0,928216935670235

0,037147943231173

1,192949851456900

1,504241436334600

0,275601878812525

1,740369840694850

1,737225668295970

0,608568836059537

1,470028648027860

0,557843309992576

0,825169112550670

-0,371878346617564

-1,397026817336230

0,639571385514634

-1,894168739223000

0 4

4

0,5 |4,49002749

5,69262755

1|5,27646994

6,04319579

1,5|6,03373879

4,45348638

2|6,39533845

2,53323928

2,5|6,36373251

1,34775692

316,11918629

0,76760365

3,5(5,78955519

0,49884307

4| 5,4371716

0,37845675
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4,5

5,09037429

0,33626696

4,76293923

0,34785281

5,5

4,46336239

0,41447393

4,19993353

0,56073932

6,5

3,98515885

0,84527607

3,84211337

1,38254897

7,5

3,81520802

2,35469565

3,98429411

3,89933003

8,5

4,4549669

5,61259959

5,22925765

6,07386489

9,5

5,99864626

4,56415155

10

6,3850011

2,62260178

10,5

6,37073049

1,39572217

11

6,1342888

0,79079706

11,5

5,80766089

0,51003512

12

5,45590143

0,38373305

12,5

5,10861381

0,33812123

13

4,78009903

0,34699032

13,5

4,47901692

0,41039868

14

4,21358689

0,55156505

14,5

3,99598403

0,8268485

15

3,84852557

1,34706963

15,5

3,81414417

2,29115545

16

3,97050591

3,80587459

16,5

4,42313777

5,5339935

17

5,1851054

6,09582271

17,5

5,96453825

4,6663686

18

6,37402285

2,70857376

18,5

6,37655441

1,44253262

19

6,1481076

0,81353157

19,5

5,82450002

0,52103612

20

5,47342806

0,3889696

20,5

5,12573645

0,34006442

21

4,79624585

0,34637627

21,5

4,49378483

0,4068269

22

4,22651928

0,54335708

22,5

4,00633068

0,81026104

23

3,85485466

1,31501114

23,5

3,81368272

2,23336571

24

3,95844819

3,71950007

24,5

4,39434642

5,45767396
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255,14403516 | 6,11026036

Fig. 11
Solucién del modelo Presa- Depredador No lineal

\
\

= Seriesl

l e Series2

Serie 1: u; (depredadores)

Serie 2:  uy (presas)

En el grafico puede observarse el comportamiento ciclico de las dos poblaciones, sin llegar a la
extincion de ninguna de las dos especies. Esta periodicidad en el tiempo se interpreta
intuitivamente, pues si decrece el nimero de presas, también lo hace la poblacién de depredadores
al tener menor suministro de alimento, pero al decrecer el nimero de depredadores se incrementa el
nimero de presas que ocasiona un aumento en el nimero de depredadores que generan, a su vez,
una disminucién en el nimero de presas.

No debe esperarse que los puntos de maxima presa coincidan con los puntos de minimos
depredadores, pues se estima que existe un tiempo de demora o diferencia de fase entre ellos.
Asimismo, las curvas reales pueden ser asimétricas pues en la préctica existen diversos factores a
tener en cuenta como el clima.
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—4=—Seriesl

4 4
4,49002749 5,69262755
5,27646994 6,04319579
6,03373879 4,45348638
6,39533845 2,53323928
6,36373251 1,34775692
6,11918629 0,76760365
5,78955519 0,49884307

5,4371716 0,37845675
5,09037429 0,33626696
4,76293923 0,34785281
4,46336239 0,41447393
4,19993353 0,56073932
3,98515885 0,84527607
3,84211337 1,38254897
3,81520802 2,35469565
3,98429411 3,89933003

4,4549669 5,61259959
5,22925765 6,07386489
5,99864626 4,56415155

6,3850011 2,62260178
6,37073049 1,39572217

Fig 12 . Trayectoria del Plano Fase.

Punto de equilibrio:

-0,16 +0,08 y =0
-0,9x+4,5=0 > x=5; y=2
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Solucién mediante Matlab:

Solucion del sistema depredador (x(t)) Vs. presa (y(t)) con h=

CANTIDAD DE INDNIDUOS

0 5 10 15 20 25
TIEMPO (t)

Fig. 13 Solucion del sistema presa — depredador en Matlab

Codigo:

function g = rrkk(xx,yy,x,y,t,h)
ul=h*eval('xx(t,x,y)");
vi=h*eval('yy(t,x,y)");
u2=h*eval('xx(t+h/2,x+ul/2,y+v1/2)");
v2=h*eval('yy(t+h/2,x+ul/2,y+v1/2)");
u3=h*eval('xx(t+h/2,x+u2/2,y+v2/2)");
v3=h*eval('yy(t+h/2,x+u2/2,y+v2/2)");

ud=h*eval('xx(t+h,x+u3,y+v3)");
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vd=h*eval('yy(t+h,x+u3,y+v3)');

xx1=x+(1/6)*(ul+2*u2+2*u3+u4);

yyl=y+(1/6)*(v1+2*v2+2*v3+v4);

q = [xx1,yy1];

clear

clc

disp(' SISTEMA DE 2 EDOs DESARROLLADO PARA EL MODELO LOTKA-VOLTERRA'")
disp(' ')

r=inline('-0.16*x+0.08*x*y",'t','x",'y'); %funcion para la especie depredadora
s=inline('-0.9*x*y+4.5*y",'t",'x",'y"); %funcidn para la especie presa
tO=input('Ingrese el valor del tiempo inicial,t0:');

tf=input('Ingrese el valor del tiempo final en décadas, tf:') %el tiempo
h=input('Ingrese el valor del paso h:');

t=10;

x0=input('Ingrese la cantidad de individuos depredadores al inicio, X(0):');
yO=input('Ingrese la cantidad de individuos presa al inicio, y(0):');
a=rrkk(r,s,x0,y0,t,h);

tab = [t,a];

g=2a;

while(t<tf)

x0 = a(1); %valor de x en t=0

y0 = a(2); %valor dey en t=0

t=t+h

tab=[tab;t,x0,y0]; %concatenacidn para formar la matriz de salida

a = rrkk(r,s,x0,y0,t,h);

g=[g;a]; %concatenacidn para formar un vector a graficar
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end

u=0:h:tf; %dominio para graficacién%

hold on

plot(u',g) %grafica de ambas especies para el modelo RK4
disp('Resultados del calculo con el método de Runge-Kutta 4°orden:')
disp('columna 1:t columna 2: x(t) columna 3: y(t)')

tab

title(['Solucidn del sistema depredador (x(t)) Vs. presa (y(t)) con h="])
xlabel('TIEMPO (t)")

ylabel('CANTIDAD DE INDIVIDUOS')

SISTEMA DE 2 EDOs DESARROLLADO PARA EL MODELO LOTKA-VOLTERRA

Ingrese el valor del tiempo inicial,t0:0

Ingrese el valor del tiempo final en decadas,tf:25

tf

25

Ingrese el valor del paso h:0.5

Ingrese la cantidad de individuos depredadores al inicio, X(0):4
Ingrese la cantidad de individuos presa al inicio, y(0):4
Resultados del calculo con el método de Runge-Kutta 4°orden:
columna 1:t columna 2: x(t) columna 3: y(t)

tab =
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t

y

0 4.4900 5.6926

0.5000

1.0000

1.5000

2.0000

2.5000

3.0000

3.5000

4.0000

4.5000

5.0000

5.5000

6.0000

6.5000

7.0000

7.5000

8.0000

8.5000

9.0000

9.5000

10.0000

10.5000

11.0000

11.5000

12.0000

4.4900

5.2765

6.0337

6.3953

6.3637

6.1192

5.7896

5.4372

5.0904

4.7629

4.4634

4.1999

3.9852

3.8421

3.8152

3.9843

4.4550

5.2293

5.9986

6.3850

6.3707

6.1343

5.8077

5.4559

5.6926

6.0432

4.4535

2.5332

1.3478

0.7676

0.4988

0.3785

0.3363

0.3479

0.4145

0.5607

0.8453

1.3825

2.3547

3.8993

5.6126

6.0739

4.5642

2.6226

1.3957

0.7908

0.5100

0.3837
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12.5000

13.0000

13.5000

14.0000

14.5000

15.0000

15.5000

16.0000

16.5000

17.0000

17.5000

18.0000

18.5000

19.0000

19.5000

20.0000

20.5000

21.0000

21.5000

22.0000

22.5000

23.0000

23.5000

24.0000

24.5000

25.0000

5.1086

4.7801

4.4790

4.2136

3.9960

3.8485

3.8141

3.9705

4.4231

5.1851

5.9645

6.3740

6.3766

6.1481

5.8245

5.4734

5.1257

4.7962

4.4938

4.2265

4.0063

3.8549

3.8137

3.9584

4.3943

5.1440

0.3381

0.3470

0.4104

0.5516

0.8268

1.3471

2.2912

3.8059

5.5340

6.0958

4.6664

2.7086

1.4425

0.8135

0.5210

0.3890

0.3401

0.3464

0.4068

0.5434

0.8103

1.3150

2.2334

3.7195

5.4577

6.1103
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>>

Observaciones:

= La grafica del plano fase proporciona una dificultad, no proporciona una referencia sobre la
velocidad a la que se recorre cada trayectoria.

= Cualquier condicidn inicial positiva generara una trayectoria similar a la representada.

= Una curva cerrada en el plano fase que no se cruza a si misma en ningun punto se denomina
curva cerrada simple e indica una periodicidad en la solucion del sistema.

= Puede demostrarse que en este tipo de modelo , las trayectorias del plano fase son curvas
cerradas y las soluciones son periddicas.

y ‘ ' Punto de
' Plano de fase equilibrio

Fig. 14 © Trayectorias del Plano de fase

(*) Extraido de “Ecuaciones diferenciales aplicadas”, Murray Spiegel, pag. 496.
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4.3.11 Glosario

Acelular: Sin células.

Acido nucleico : Son grandes polimeros formados por la repeticion de manémeros denominados
nucleétidos, formando asi, largas cadenas con millones de nucleétidos encadenados. Su funcién es
almacenar, transmitir y expresar la informacion genética de los organismos. Los &cidos nucleétidos
mas importantes son el ADN y el ARN.

ADN (Acido Desoxirribonucleico): Es el material genético de las células del cuerpo humano , se
encuentra en el ndcleo de las células.

Aminoéacidos: Son moléculas compuestas por un grupo amino NH2 mas un grupo carboxilo
COOH.

ARN (Acido Ribonucleico): Es el material genético de ciertos virus y en los organismos celulares,
es una molécula. En los virus ARN , esta molécula controla dos procesos: produccion de proteinas
gue forman la capsula del virus y replicacion mediante el cual el ARN forma una copia de si mismo

Cépside: Es una cubierta proteica que recubre los virus y protege su acido nucleico.
Célula: Es una unidad morfoldgica y funcional de todo ser vivo.

Cepa: Es un conjunto de virus, bacterias u hongos que tienen el mismo codigo genético.
Enzimas: Son moléculas de naturaleza proteica compuestas por cadenas de aminoacidos.
Ganglio linfatico: Es una masa de tejido linfatico que almacena los glébulos blancos.
Gen: Es una unidad de informacion dentro de un genoma contenido en los cromosomas.
Glicoproteinas: Son moléculas compuestas por una proteina unida a uno o varios glacidos.

Glébulo blanco: Conocido con el nombre de leucocito, constituyen el sistema inmunitario y son
producidos por la médula 6sea.

Glébulo rojo: También llamado eritrocito o hematie constituye una estructura de la sangre cuya
funcion principal es la de transportar el oxigeno que reciben los pulmones y distribuirlo por todo el
organismo.

Glacidos: Son biomoléculas compuestas por carbono, hidrégeno y oxigeno.

Icosaedro: Es un poliedro de 20 caras.
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IDL ( Interactive Data Language): Es un lenguaje denominado interpretado, es decir que requiere
de un programa intérprete que procesa el codigo escrito en este lenguaje. Posee numerosas rutinas
de anélisis numérico.

Integrasa: Enzima del VIH que pone el ADN virico dentro del ADN de la célula.

Linfocito: Es un tipo de célula inmunitaria elaborada en la médula espinal. Existen dos tipos de
linfocitos: linfocitos T y linfocitos B. Los linfocitos B se encargan de la secrecion de anticuerpos y
los linfocitos T actlan en el proceso de inmunidad celular. Existen distintas clases de linfocitos T ,
por ejemplo los linfocitos T Cluster of Differentiation 4 (CD4+) y los linfocitos T Cluster of
Differentiation 8 (CD8+).

Lentivirus: Es una subfamilia de los retrovirus con periodos de incubacion extensos que retrasan la
aparicion de sintomas varios afios después de la exposicion.

Linfocito T CD8+ : Pertenecen a la linea de linfocitos T encargados de las funciones efectoras de la
inmunidad celular neutralizando a las células infectadas por microorganismos.

Lipidos: Son un conjunto de moléculas organicas compuestas por carbono e hidrégeno y en menor
proporcién por oxigeno , aungue también puede contener fosforo, azufre y nitrégeno.

Macromolécula: Son moléculas que tienen una masa molecular elevada.
Molécula: Conjunto de al menos dos a&tomos que forman un sistema estable.
Nucleocapside: Es una estructura proteica formada por una serie de manémeros.
Nucleoproteina: Es una proteina que esta asociada con un acido nucleico.

Nucledtidos: Son moléculas compuestas por una base nitrogenada, un azlcar de cinco carbonos y
un grupo fosfato.

Plasma: Es el componente liquido de la sangre en el cual los glébulos rojos, glébulos blancos y
plaguetas se encuentran suspendidos.

Poblacién: Es un grupo de organismos de la misma especie que habitan un lugar determinado , en
el cual emplean recursos y se reproducen.

Polimero: Son macromoléculas formada por la union de moléculas mas pequefias llamados
mandmeros.

Proteasa: Enzima que divide las cadenas largas de proteinas del VIH en pequefias proteinas
individuales.

Proteina: Es una molécula compuesta de amino&cidos.
Retrovirus: Es una clase de virus que contiene ARN en lugar de ADN como material genético.

Simulacién: Se refiere a la provision de imitaciones aritméticas de fendmenos reales, en sentido
amplio, describe la idea general de la Matematica Aplicada.
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Sistema linfatico: Esta constituido por tejido y dérganos que producen globulos blancos que
combaten las infecciones. Este sistema consta de la médula 6sea, el bazo, el timo, los ganglios
linfaticos y los vasos linfaticos.

Timo: Es un 6rgano del sistema linfatico que ejerce una importante influencia en la respuesta
inmunitaria defensiva del organismo.

Trancriptasa reversa: Es una enzima que convierte la cadena simple de ARN virico en cadena
doble de ADN virico.

Variable: Representa aquel atributo del objeto de estudio que puede tomar distintos valores.

Virion: Nombre que reciben los virus cuando estan en una etapa temprana recién reproducidos y
libres en el torrente sanguineo.
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