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PROLOGO

Cuando me surgié la idea de realizar la investigacion relacionada con la descomposicion de
matrices en valores singulares (DVS) y su aplicacién al procesamiento de imagenes digitales me
senti muy atraido, ya sea porque sabia que tenia que recorrer muchos conceptos, propiedades y
teoremas del Algebra lineal para llegar a dicha descomposicién y ademds por poder aplicar tal
factorizacién al género digital. Este trabajo me sumergié en el mundo del Algebra lineal el cual
me resulta de gran interés. Me permitié releer libros que ya conocia y otros que desconocia
totalmente.

Esta investigacion se ha efectuado en un orden en el cual se presentan todos los conceptos
necesarios para llegar a la DVS, incluyendo ejemplos para su mejor comprension, y
posteriormente su aplicacion a las imagenes digitales, detallando ademds nociones generales de
las mencionadas imagenes. Asimismo se indican cuidadosamente los comandos utilizados del
programa matematico Matlab utilizado para poder logra la aplicacién, de modo tal que
cualquier lector, sea matematico o no, pueda realizar una comprension de imagen.

Espero que el trabajo le resulte agradable asi como a mi resultd su investigacion.



INTRODUCCION

El dlgebra lineal y la teoria de matrices son disciplinas matematicas fundamentales, que tienen
numerosas aplicaciones en diversos campos como la informdtica, biologia, fisica, quimica,
economia y psicologia, entre otras ciencias. El estudio de la descomposicién de valores
singulares (DVS) de una matriz ha sido de gran importancia en los ultimos tiempos. Su resultado
es una factorizacion de matrices, una de las mas importantes en la teoria matricial y de gran
aplicacion en el procesamiento de imagenes digitales. La DVS es una potente herramienta tanto
en la representacién de imagenes como en la restauracién de la misma. Intrinsecamente en
estos procesos estd el almacenamiento de datos. El tratamiento de imdgenes se utiliza para

abordar problemas de medicina, fisica, biologia, astronomia, geologia, etc.



OBJETIVOS

La presente tesis tiene dos objetivos, bien diferenciados entre si pero a su vez entrelazados:

- El primero es obtener la descomposicidon de valores singulares, recorriendo un camino
légico, incluyendo conceptos y teoremas decisivos para poder captar de la mejor manera
la DVS, ejemplificando siempre que se pueda y evitando incluir definiciones y
propiedades innecesarias que dificulten dicho camino.

- El segundo, y no menos importante, es reducir la cantidad de datos que contiene una
imagen, de modo que pueda ser transmitida por medios electrénicos (fax, internet,
satélite, etc) de manera eficiente sin perder “fidelidad”. La reduccién de datos se basa
en que las fotografias contienen partes mas interesantes que otras, con lo cual en
aquellas parte que resultan aburridas, por ejemplo el cielo de fondo, podemos usar
menos tonalidades de colores, y en cambio en el rostro de una persona conservariamos

los detalles.



RESENA HISTORICA

Los valores singulares aparecen en varias partes de la matematica. El nombre con el que los
presento aqui (valores singulares) es el que se ha consolidado en la comunidad de analistas
numéricos, pero han sido denominados de diferentes maneras a lo largo de su no muy larga
historia. El resumen que se presenta aqui esta basado en una excelente investigacion realizada

por lon Zaballa. [1]

El origen de los valores singulares se encuentra en el intento de los gedmetras del siglo XIX por
conseguir, en lenguaje actual, la reduccién de una forma cuadrdtica a forma diagonal mediante
cambios de base ortogonales. La primera contribucién en este sentido parece ser de Eugene
Beltrami, un gedmetra diferencial italiano, que intentando promover entre sus estudiantes el
gusto por el estudio de la formas bilineales escribid un articulo en la revista Giornale di

Matematiche ad Uso degli Studenti Delle Universita, [2].

Beltrami comienza con una forma bilineal f =x'Ay , donde A es una matriz real de orden

(x,y)

N,y viene a demostrar que existen matrices ortogonales Q, y Q,,nxn, tales que

Q,AQ, =X = Diag(o,,...,0,) (1)

es una matriz diagonal de niumeros reales positivos, los cuales son las raices cuadradas de los

valores propios de A'A (o de AA' dado que estas dos matrices simétricas son semejantes). En

realidad, Beltrami propone, mdas que demuestra, la descomposicidn anterior cuando los



elementos diagonales son todos distintos entre si. En otras palabras, se puede considerar que
Beltrami es el descubridor de lo que hoy en dia llamamos la descomposicion en valores
singulares de matrices reales cuadradas no singulares con valores singulares distintos. Omite las

posibles situaciones de degeneracidn que, como veremos, tienen importantes consecuencias .

Esta omisidon no es debida a un intento de simplificar las cosas para sus estudiantes, sino que, tal
y como se comprueba por las ideas que aporta, posiblemente sea consecuencia de no

plantearse el problema en su completa generalidad.

Camille Jordan publicé un par de trabajos sobre formas bilineales, [4, 5] , uno mas tarde que

Beltrami, por lo que se le puede considerar codescubridor de los valores singulares.

Su aproximacién es completamente diferente. De hecho, en el primero de los articulos citados,

su preocupacién es la de buscar el maximo y minimo de la forma bilineal P =x'Ay,
condicionados a que ||X||2 = ||y||2 =1. Usando la condicién de la anulacion de la diferencial en los

maximos y minimos relativos, Jordan prueba que dicho méaximo es la raiz cuadrada del mayor
valor propio de la matriz

0 A

A o] W

Es posiblemente la primera vez que se usa el hoy ampliamente utilizado proceso de deflaccion,
gue consiste en reducir un problema sobre matrices al mismo problema con una matriz de

orden una unidad inferior. La caracterizacidon de los valores singulares de A como las raices



cuadradas positivas de los valores propios de la matriz en (1) es un hecho muy conocido y

popular, aunque habitualmente atribuido a Wielandt [6]) y Lanczos [7].

Desconocedor, aparentemente, de los trabajos de Beltrami y Jordan, J.J. Sylvester escribié una
nota a pié de pagina y dos articulos sobre la diagonalizacién de formas bilineales mediante

sustituciones ortogonales.

La nota a pié de pagina aparecié en un articulo de la revista The Messenger of Mathematics [8].
El articulo lleva por titulo “A new proof that a general quadric may be reduced to its canonical
form (that is, a linear function of squares) by means of a real orthogonal substitution”, y en él
Sylvester propone un algoritmo para reducir una forma cuadrdtica a forma diagonal. En la nota
a pié de pagina seiala que una iteracién similar es posible para diagonalizar una forma bilineal y
dice que lo ha enviado para su publicacion en las Comptes Rendues [9]. Esto nos da una idea de

gue no conocia el articulo original de Jordan publicado mas de una década antes.

En palabras de Stewart estos articulos de Sylvester “no se leen facilmente. El estilo es opaco y
Sylvester pontifica sin probar, dejando demasiados detalles al lector”. Aparentemente el autor
estima sus resultados como importantes, pero, sin poner en duda que lo son, hoy en dia se ven
mds como un redescubrimiento de resultados ya obtenidos por otros. En cualquier caso,
Sylvester es el primero en dar nombre a los niUmeros reales positivos que aparecen en la forma

canodnica diagonal: multiplicadores candnicos.

Aunque hay nuevos resultados en el terreno del algebra lineal ligados a los valores singulares,

damos un salto en el tiempo para redescubrirlos en un area de la matematica bien distinta: las



ecuaciones integrales, uno de los temas que recibié mas atencién durante las primeras décadas

del siglo XX.

En 1907, Erhard Schmidt (el del famoso procedimiento de Gram-Schmidt) publicé, [10], una
teoria general de ecuaciones integrales reales con nucleos simétricos y no simétricos. Introduce

los conceptos de valor propio y de funcién propia de un nucleo.

Un poco después de la publicacion del articulo de Schmidt, Bateman, [11], introduce la notacién
de valores singulares para referirse a unos numeros que son esencialmente los reciprocos de los
valores propios definidos por Schmidt. Y Picard, [12], hace notar que para los nucleos simétricos
los valores propios de Schmidt son reales y en este caso (pero no en general) los Ilama valores

singulares.

A pesar de todo, la denominacidn no se estabiliza, y entre los muchos matematicos notables
gue han trabajado en las propiedades de los valores singulares, debemos nombrar a Hermann
Weyl con importantes contribuciones a la teoria de perturbacion de los mismos. Pero en cuanto
a nomenclatura se refiere, todavia en su articulo [13] habla de “dos clases de valores propios” y
en una traduccién al inglés de un tratado ruso sobre operadores no autoadjuntos, Gohberg y

Krein, [14], se refieren a los valores singulares como “s-n"'umeros” de un operador.

La fuerte implantacion de las computadoras y el consecuente apogeo del analisis numérico ha
contribuido a que finalmente la denominaciéon de valores singulares haya arraigado en la

comunidad matematica.



DESARROLLO PREVIO A LA DVS

La descomposicion de valores singulares requiere de muchos conceptos y teoremas que la
afectan directa o indirectamente. Enunciar el teorema y demostrarlo seria casi incompresible
para el lector, obligdndolo a tener bibliografia complementaria para comprenderlo. Por ello voy
a detallar aquellos conceptos y teoremas que considero importante para la DVS, y ademas en el

anexo 1 se podran encontrar ejemplos para facilitar su entendimiento.

CONCEPTOS Y TEOREMAS FUNDAMENTALES.

1-MATRIZ DIAGONAL!: una matriz diagonal es una matriz cuadrada en que las entradas son

todas nulas salvo en la diagonal principal, y éstas pueden ser nulas o no. Asi, la matriz D =d; es

diagonalsi d; =0 sii=# j

2-MATRIZ SIMETRICA2: A es una matriz simétrica si A'=A. Semejante matriz es

necesariamente cuadrada. Sus entradas en la diagonal son arbitrarias, pero sus otras entradas

ocurren en pares, en lados opuestos de la diagonal principal.

3-EIGENVALOR Y EIGENVECTOR3: Sea A una matriz de nxn. Un escalar A es llamado un

eigenvalor de A si existe un vector v distinto de cero tal que Av= Av. Un vector Vv de esta

naturaleza se conoce como eigenvector de A correspondientea 4.

LEn el Anexo 1, pag. 40 podra ver un ejemplo
2En el Anexo 1, pag. 40 podra ver un ejemplo

3 Podrd ver en el Anexo 1, pag. 40 a 43 el desarrollo de este tema.
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4-POLINOMIO CARACTERISTICO*: Un escalar A es un eigenvalor de un matriz A de nxn siy

solo si A es solucion de det(A—Al)=0. det(A—Al) se denomina polinomio caracteristico de

A.

5-MATRICES SEMEJANTES: sean A y B matrices de nxn. Decimos que A es semejante a B

(AD B) si existe una matriz P invertible de nxn tal que P'AP =B. De manera equivalente,

podemos escribir AP =PB.

6-MATRIZ DIAGONIZABLE: Una matriz A de nxn es diagonizable si existe una matriz diagonal

Dtal que A sea semejante a D; es decir, si existe una matriz P invertible de nxn tal que

P*AP =D, o bien AP =PD

7-MATRIZ ORTOGONAL: una matriz Q de n X n cuyas columnas forman un conjunto ortonormal se -

denomina matriz ortogonal.

8-TEOREMA: Una matriz cuadrada Q es ortogonal siy sélosi Q" =Q".

9-MATRIZ ORTOGONALMENTE DIAGONIZABLE®: Una matriz cuadrada A es ortogonalmente

diagonizable si existe una matriz ortogonal Q y una matriz diagonal D tales que Q'AQ=D..

10-CONJUNTO ORTOGONAL:: Un conjunto de vectores {v,,V,,...,V,}en R" se denomina

conjunto ortogonal si todos los pares de vectores distintos del conjunto son ortogonales, es

decir si

4En el Anexo 1, pag. 43, podra ver un ejemplo
5En el Anexo 1, pag. 43-44, podra ver un ejemplo
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Vv,.v; =0 siempreque i= j para i, j=12,..,k

11-CONJUNTO ORTONORMAL: un conjunto de vectores en R" es un conjunto ortonormal si es un

conjunto ortogonal de vectores unitarios.

12-BASE ORTONORMAL: una base ortonormal de un subespacio W de R" es una base de W que es un

conjunto ortonormal.

13-Teorema: Si A es ortogonalmente diagonizable®, entonces A es simétrica.

DEMOSTRACION: Si A es ortogonalmente diagonizable, entonces existe una matriz ortogonal

Q y una matriz diagonal’ D tales que Q'AQ =D . Puesto que Q' =Q'8, tenemos

Q'Q=1=0QQ", de manera que
QDQ' =QQ'AQQ" = 1Al = A
Pero entonces
A'=(QDQ') =(Q') D'Q' =QDQ' = A

ya que toda matriz diagonal es simétrica. Por lo tanto, A es simétrica®.

14-Teorema espectral: Sea A una matriz real de nxn. Entonces A es simétrica si y sdlo si es

ortogonalmente diagonizable.

6 Ver definicion 9
7 Ver definicion 1
8 Ver teorema 8

9 Ver definicion 2

11




DEMOSTRACION:

a) A es simétrica, entonces es ortogonalmente diagonizable. (Demostrado en el teorema

anterior)
b) A es ortogonalmente diagonizable, entonces es simétrica.

Procedemos por induccién sobre n. Para n=1, no hay nada que hacer, puesto que una matriz
de 1X1 ya se encuentra en forma diagonal. Ahora vamos a suponer que toda matriz simétrica
real de k X k con eigenvalores'® reales es ortogonalmente diagonizable. Sea n=k+1y Auna

matriz simétrica real de nxn con eigenvalores reales.

Sea 4, uno de los eigenvalores de A,y Vv, un eigenvector!! correspondiente. Entonces Vv, es un
vector real y podemos suponer que V, es un vector unitario, ya que de otra manera podemos
normalizarlo y tendriamos todavia un eigenvector correspondiente a A4,. Si recurrimos al
proceso de Gram-Schmidt!2, podemos extender Vv, a una base ortonormal®® {v,,v,,...,v,} de R"

. Ahora formalizamos la matriz

Entonces Q, es ortogonal, y

10 ver definicién 3
11 Ver definicién 3

12 Método para construir una base ortohonal (u ortonormal) para cualquier subespaciode R".
1B yer definicion 12

12



Vl Vl
v, v,
QAQ =| 2 AV, v, . v, |=| 7 [[Ay Ay, . Ay, ]
Vv, v,
A
Vt
=7 [Aw Ay, ... Ay, ]
v,
Ai|lg
0iA]

en razon de que V1t (ﬂ‘lvl) = il(vltvl) = /11(V1'V1) = /11 y Vlt (j’lvl) = j'l(vltvl) = ﬂl(vl'vl) =0 para

i #1, porque {V,,V,,...,V, | es un conjunto ortonormal®* .

Sin embargo, B' = (Q/AQ,)' =Q/A(Q))' =Q/AQ, =B

0]
de manera que B es simétrica. Por consiguiente, B tiene la forma de bloques B = Fl}

5 i

y A essimétrica. Addemds B es semejante!® a A, de modo que el polinomio caracteristico'® de

B esigual al polinomio caracteristico de A. El polinomio caracteristico de A divide el

14 Ver definicién 11
15 Ver definicién 5
16 Ver definicién 4
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polinomio de A. De ello se desprende que los eigenvalores de A también son eigenvalores de
Ay, por lo tanto son reales. También observamos que A tiene entradas reales. De esta
manera, A es una matriz simétrica real de k X k con eigenvalores reales, asi que la hipdtesis de
induccidn se aplica a ella. Por lo tanto, existe una matriz ortogonal P, tal que P;AP, esuna

matriz diagonal: digamos, D, . Ahora, sea

110
)

Entonces Q, es una matriz ortogonal de (k+1) X (k+1) , y por consiguiente también lo es

Q =Q,Q, . En consecuencia,

Q'AQ=(QQ,) A(QQ,)=(%Q ) A(QQ,) = (QAAQ,)Q, =Q}BQ,

1'0f4! 0Ll o0
fora]six]oiz]

Ay O 4,0

es una matriz diagonal. Esto completa el paso de induccidn, y concluimos que, para toda
n>1luna matriz simétrica real de n X n con eigenvectores reales es ortogonalmente

diagonizable.

14



Ahora bien, el teorema espectral es de suma importancia para la DVS, ya que nos indica que
para cualquier matriz A de  mxn, la matriz A'A (jes una matriz de n X n simétrica!) puede
ser diagonalizada ortogonalmente, segin lo demostrado recién. No solo los eigenvalores de

A'Ason todos reales, sino que también todos son no negativos.

Para demostrar esta afirmacion, sea Aun eigenvalor de A'Acon el eigenvector unitario

correspondiente V. Entonces
0<|Av[ =(Av).(Av)=(Av) Av=V'A'Av
=Vv'av=A(vv)= 2| =4

Por lo tanto, tiene sentido tomar raices cuadradas (positivas) de estos eigenvalores.

TEOREMA: Si A es una matriz de n X n, entonces las proposiciones que siguen son equivalentes:

a) A es ortogonalmente diagonizable!’

b) A tiene un conjunto ortonormal*® de n eigenvectores.

17 Ver definicién 9
18 Ver definicién 11
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LA DESCOMPOSICION DE VALOR SINGULAR

15-VALORES SINGULARES: Si Aes una matriz de mxn, los valores singulares de Ason las

raices cuadradas de los eigenvalores de A'Ay se denotan mediante o,...,0,. Es conveniente

acomodar los valores singulares de modo que o, 20, >2...2 0,

Teorema Descomposicidn de valor singular: Sea A una matriz de mxncon valores singulares

0,20,.20,>0 y o,,=0,,=...=0,=0. Entonces, existe una matriz U ortogonal de

r+2

mxm, una matriz V ortogonal de nxn y una matriz >, de mxnque tiene la forma de bloques

' ;”" . o ... 0
DO ,donde D=| : . | talesque:
T Im=r
0 5 0 0 o,
A=UXV"

DEMOSTRACION: Para construir la matriz ortogonal V , primero determinamos una base

ortonormal® {v,,...,v,} de R" compuesta por eigenvectores? de la matriz simétrica?® A'Ade

nxn.Entonces V =[v,....v, | es una matriz ortogonal?? de nxn.

19 Ver definicién 12
20 ver definicién 3
21 Ver definicién 2
22 er definicién 7
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Con respecto a la matriz ortogonal U , primero advertimos que {Avl,..., Avn} es un conjunto
ortogonal de vectores de R™. Para ver esto, supongamos que V; es el eigenvector de A'A

correspondiente al eigenvalor?® de 4, . Entonces, para i # j, tenemos que
(Av,).(Av;)=(Av,) Ay,
=V A'AV, =ViAV, = 4, (vi v, ) =0

debido a que los eigenvectores V;, son ortogonales. Ahora recordemos que los valores

singulares satisfacen o, = ||Avi|| y que los primeros I' de éstos son distintos de cero. Por

o . 1 .
consiguiente, podemos normalizar?* Av,,..., Av,, al establecer U, =—Av, parai=1,..,r
o
1

Esto garantiza que {ul,...,u,} es un conjunto ortonormal® de R™, pero si r<m no serd una base

de R™. En este caso extendemos el conjunto {U,,...,u,} auna base ortonormal {u,,...,u,} de

r

R™. Entonces establecemos
U=[u..u,]

Todo lo que queda por demostrar es que este procedimiento funciona; es decir, necesitamos
verificar que con U,V y X como se describen, tendremos que A=U YV' . Debido a que

V' =V "% esto es equivalente a demostrar que AV =U Y.

3 Ver definicién 3
24 Normalizar significa hacer de cada vector un vector unitario
% Ver definicion 11
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Sabemosque Av,=ou, parai=1..ryque |Av|=0;=0 parai=r+1..,n.Porlotanto

Av, =0 parai=r+1,...,n

Por consiguiente, AV = Alv,..v, |

=[Av,...Av,] =[Av,..Av, 0...0]

=[oU,...o.u, 0..0]

o, 0|
. 5 0]
=[u,..u,, i |=U2X como se requiere.
0 Y Gr ;
O 0
(0]

Veamos un ejemplo:

110
Encontrar la descomposicion de valor singular de la matriz A= [0 0 J .

26 \Ver teorema 8
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1 10
Calculamos A'A=|1 1 0],y hallamos sus eigenvalores 4, =2, 1, =1y A, =0, con sus
0 01

11/0]]-1
eigenvectores correspondientes |1 |,| 0 |,| 1 |. Estos vectores son ortogonales, de manera que
of[1]]0

- Fo1

NA
1
0

N

los normalizamos para obtener v, =

0
Vv, =10, v, =| =
1 2

s

Los valores singularesde Ason o, = \E o, = \ﬁzl y o, = \ﬁ =0. De este modo,

T
V2 V2
1 1 J2 0 0
V=l-—— 0 —— -
2 \/Eyz[01o}
0 1 O

Para determinar U calculamos

[
H
1
Q|-
>
E
|
Sl
1
o
O
O
| I |
o &lr 5=
1
1
o -
| I |
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Estos vectores ya forman una base ortonormal (la base estandar) de R?, de manera que

1 0
tenemos U = .
0 1

ETEE I
110 10\500*/5*/E .
Esto produce laDVS: A= = 0 0 1|=UxV
0 01 0 1jlo 1 0
211y
V2 2]

Forma de producto externo de la DVS: existe otra forma de descomposicidn de valor singular.

Utilizando multiplicacién de bloques y la representacién columna-rengldn del producto,

tenemos

o, 0 | t
. = A
: i O
A=UZXV'=[u,..u 5 :
VO[]l ol | ¢
o ol
vy
o, 0!
: . O V:
=[u--u iU, e Uy ] 0 o .t..
O 150 Vr.+1
Vt

20



0
=[]
|0
o,
:[ul' ur] .
1 0

t t
=ouV, +...+0,UV,

+[u

rl

..Uu

r-r

]

Esta forma de producto externo de la DVS es de gran importancia ya que se utilizard en la

compresion de imagenes.
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IMAGENES DIGITALES: conceptos y nociones generales

Una imagen digital estd compuesta de pixeles. “ El pixel (del inglés picture element, o sea,
elemento de la imagen) es la menor unidad en la que se descompone una imagen digital, ya sea
una fotografia, una fotografia de video o un grdfico. Al ampliarse fuertemente una imagen
digital (zoom), por ejemplo en la pantalla de una computadora, pueden observarse los pixeles
que componen la imagen. Los pixeles aparecen como pequefios cuadrados en color, en blanco o
negro, o en matices de gris. Las imdgenes se forman como una matriz rectangular de pixeles,
donde cada pixel forma un punto diminuto en la imagen total”?’ . Cada pixel es capaz de
proporcionar informacion visual acerca de una pequefia regidon en particular de la imagen. A
partir de esto, se puede considerar a una Imagen Digital, como un arreglo de instrucciones de
como se encuentra coloreado cada pixel. En general se puede decir que una imagen de m por n
si esta compuesta de m pixeles en la direccidn vertical y n pixeles en la direccién horizontal. En
el caso de imagenes digitales, supongamos que tenemos una imagen en tonos de gris con un
tamarfio de 340 X 280 pixeles, significa que la imagen contiene en si informacién para 95200, los
cuales requiere mucha memoria. Por lo tanto, la compresidon de las imagenes es algo esencial

para el procesamiento eficiente de la imagen.

PROFUNDIDAD DE BITS

“Binary digit es una expresion inglesa que significa “digito binario” y que da lugar al término bit,

su acronimo en nuestra lengua. El concepto se utiliza en la informdtica para nombrar a una

27 http: //www.gsmspain.com/glosario/?palabra=P%CDXEL [15 de enero de 2013]
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unidad de medida de informacion que equivale a la seleccion entre dos alternativas que tienen el
mismo grado de probabilidad. El bit, en otras palabras, es un digito que forma parte del sistema
binario. A diferencia del sistema decimal, que utiliza diez digitos (0, 1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8y 9), el
sistema binario apela a sélo dos (0 y 1). Un bit, por lo tanto, puede representar a uno de estos

dos valores (0 6 1).78

La PROFUNDIDAD DE BITS es una propiedad de la imagen. Cuando hablamos de PROFUNDIDAD
de un pixel no es que un pixel tenga una tercera dimensién. Como vimos al principio, un Pixel es
un simple cuadrado plano de color uniforme. Con profundidad, en la propiedad de un pixel, nos

referimos a LO QUE HAY POR DETRAS de un pixel, lo que le hace tener el color que tiene.

.
o

NENENEN/

FNNNENNENEN
EENEENCEENN b
SEEEEEENERENSENE

La profundidad de color de la capacidad que tiene un pixel de almacenar datos que describen su
color. Cuantos mas datos, mas variedad de colores puede tener ese pixel. Esos datos se

expresan en BITS.

1 bit

2http://definicion.de/bit/
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El lenguaje informatico se basa en el lenguaje BINARIO, es decir, una combinacidn de dos

digitos: 0y 1. Un BIT puede tener el valor 0 (no hay dato) o el valor 1 (hay dato).

Esto, referido a la informacidn digital de pixel nos daria un pixel con una profundidad minima:

un Bit.

°

L({

Al tener solo un DATO, un BIT, el pixel solo tiene 2 posibilidades para determinar cuanta luz se

proyecta en ese pixel: 1 = LUZ (blanco), o 0 = no LUZ (negro). Solo son posibles 2 colores.

8 bits / canal

El siguiente estdndar de profundidad es 8 bits. Aunque sélo sea con un canal, ya da bastantes

mas posibilidades.
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ITEENNEEEEY CCEE
EEEEE

T 8bits

8 bits
2 - 256 colores

datos
posibles:0/1

8 BITS, con 2 datos posibles en cada uno (0 / 1) dan un total de 256 combinatorias posibles.
256 tonalidades diferentes de luces.

En el caso de la imagen de ESCALA DE GRISES solo habia un canal de informacién de color. Pero
équé pasa cuando hay 3 canales de color?. Entonces hay 8 BITS diferentes para cada canal (24
en total). Por eso, la nomenclatura para referirse a la profundidad es de 8 bits/canal (8 bits por

cada canal)

8 bits

24b)1$
2 =1

datos
posibles:0/1

millones
de colores

8 BITS para el ROJO, otros 8 para el VERDE y otros 8 para el AZUL: 24 en total.

25



Con 2 datos posibles en cada uno (0 /1), da un total de 16.777.216 colores posibles.

La profundidad de 8 bits se aplica a cada uno de los canales que producen el color. Lo que hace
un total 24 DATOS de informacién en cada pixel. Todos ellos, combinados, pueden producir
alrededor de 16 millones de colores diferentes. Este es el umbral de nimero de colores
perceptibles por el ser humano. Lo que hace de este modo y esta profundidad la comun en el

trabajo de imagen digital.
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APLICACION DE LA DVS AL PROCESAMIENTO DE IMAGENES DIGITALES.

Entre las muchas aplicaciones de la DVS, una de las mds importantes es la de su utilizacién en la
compresion de imagenes digitales de modo que puedan ser transmitidas de manera eficiente
por medios electrénicos.

En el caso de las imagenes digitales, supongamos que tenemos la siguiente imagen:

FIGURA 1

La misma representa una matriz de en 256 tonos de gris con un tamafio de 768 x 1024 pixeles. A
cada pixel se le asigha un nimero de 0 a 255 que representa un tono. Podemos almacenar esta
informacién en una matriz A de 768 x 1024, pero transmitir y manipular estos 786.432 datos es

muy costoso. La idea detrds de la compresion de imagenes es que algunas partes de éstas son
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menos interesantes que otras. Resulta que los valores singulares pequefios en la DVS de la
matriz A provienen de las partes “aburridas” de la imagen, por los cual podemos ignorar muchos
de ellos. El objetivo es comprimir esta imagen sin perder mucha resolucién. Es decir, tratar de
conseguir la misma imagen con unos tonos de grises menores, con muchos menos datos.
Llamemos A a la matriz de tamafio 768 x 1024 que contiene los datos necesarios para obtener la
imagen de la Figura 1. Los valores singulares contribuyen para obtener esta misma imagen con
menos datos.

Recordemos la Forma de producto externo de la DVS:

t t t
A=U22V' =ouwyv, +..+0,UyV, con 0, >20,..20, >0
Cada una de las matrices o,uVv. es de tamafio 768 x 1024, pero sélo se necesitan

768+1024+1=1793 datos para formarla: los 768 elementos de U, , los 1024 de v, y 1 de o; .

Estas matrices estan ordenadas de acuerdo al valor singular que les corresponde, de mayor a

menor, de modo que o, es el mayor, y por ende es mas dominante que el resto para formar
la matriz original. Las matrices u,v; son matrices de rango 1, de modo que determinan
subespacios de dimensién 1, que podemos identificar con direcciones en R, El valor &, nos
da la coordenada de A en la direccién u,v;

Si hay valores singulares mucho mayores que otros, las direcciones de estos valores singulares

son mas determinantes en la formacién de A que la de los valores singulares mas pequefios.
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Para tener una mejor vision de cémo se distribuyen los valores singulares, a través Matlab

graficamos una tabla semilogaritmica?® (figura 2)

10

T T I
[ERIREELL

10

T
1 ranmd

10

PERIRREITT

T

10

T I
IEEIRREITL]

10

T T
IERIRRRTITL]

10

T
IEIRTERT

X [ [ [ [ [ [ [
100 200 300 400 500 600 700 800

FIGURA 2
Si observamos la figura, los primeros 50 valores singulares dominan al resto, por lo que son los

mas determinantes en la formacién de la matriz A (estan entre 1000 y 30000).

2 Grafico en el uno de los ejes estd en escala logaritmica y el otro en escala aritmética
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Veamos en la figura 3 una nueva tabla con los primeros 50 valores singulares, para reflejar lo

expuesto anteriormente:

10 T T T I T T I T T

[ENIERREE]

1

10

ERIRRRRE|

1

10°

T
IEEERRRNEL

[ ——
- |
-
i [ [ [ [ [ [ { [ [A—
5 10 15 20 25 30 35 40 45
FIGURA 3

Veamos como se concreta todo esto con la matriz A que contiene los datos de la imagen de la

Figura 1.
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Original K=768 (100% de los datos)

K=12 (2,74% de los datos)

100 200 300 400 500 600 700 800

900 1000

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

K=24 (5,47% de los datos)

K=48 (10,94% de los datos)

100 200 300 400 500 600 700 800

900 1000

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

K=96 (21,89% de los datos)

K=192 (43,77% de los datos)

100 200 300 400 500 600 700 800

900 1000

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

Volviendo a la Forma de producto externo de la DVS:

Sea Kk <r ydefinamos

_ t t
A=o,uyVv, +..+0,UV,

_ t t
A =ouyV +..+ o UV,
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Entonces A, es una aproximacidon a Aque corresponde a mantener solamente los primeros k

valores singulares y los correspondientes vectores singulares. Al principio la imagen es borrosa,
pero a partir de k = 48 ya es bastante nitida, y estamos utilizando sdélo el 10,94% de los datos, es
decir 768.48 + 1024.48 + 48 = 86064 numeros, lo cual representa un ahorro significativo.

Alguno de los valores singulares de la matriz A son o, =107.076,36, o, =1.283,105,
O, = 223,585 , 0, = 22,462, 0., =1,925. Los valores singulares mas pequefios contribuyen

muy poco a la imagen, por lo cual rdpidamente comienzan a parecerse a la original.
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IMAGEN ORIGINAL DEL FRENTE DE LA UNIVERSIDAD NACIONAL DE LA MATANZA (K=465)
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K=48 (Aqui la aproximacion ya es buena)
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CONCLUSIONES

En este trabajo he presentado el camino hacia la Descomposicion de Valores Singulares de
matrices, mencionando y ejemplificando los conceptos previos que son utilizados en la
descomposidn, que por cierto son de gran importancia y utilidad en el Algebra lineal. Las
descomposiciones de matrices en factores con propiedades especiales tienen mucha utilidad.
Tal factorizacidn tiene interés especial si algunos de los factores son matrices ortogonales. La
razon es que las transformaciones ortogonales presentan normas y angulos; en particular
preservan las longitudes de los vectores de error que son inevitables en los cdlculos
numéricos. Cualesquier posibles inestabilidades en los calculos numéricos se identifican en
>.. Si los valores de A son extremadamente grandes o pequeiios, los errores de redondeo

son casi inevitables, pero conocer las entradas de > y V ayuda a un analisis del error.

Como aplicacién importante, entre otras tantas, se ha mostrado su utilizaciéon en la
compresidon de imdagenes digitales en tonos de gris, a través de Matlab. Se expuso el ahorro
sustancial de datos que es posible gracias a la DVS, lo que facilita su posterior transmision. Se
indicaron ademas, todos los comando de Matlab utilizados, de modo que cualquier lector

pueda realizar una compresién de una imagen.
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ANEXO 1

4 0
Matriz diagonal. EJEMPLOS [0 7} ,

Matriz simétrica. EJEMPLO. De las siguientes matrices, sdlo las tres primeras son simétricas.

Simétricas:

No simétricas

0 -1 0
0

-1 5 8
-3

0o 8 -7

1 5 -2
3

4 7 9
5

-1 6 3

Eigenvalores y eigenvectores

Introduccion: Transformaciones Lineales.

b ¢
b d e
c e f

Las matrices pueden ser utilizadas para transformar vectores cuando actian como un tipo de

“funcion” de la forma b=T

son vectores.

(x) 7

40
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. » 4 -3 1 3|1 5| . o
Ejemplo: la ecuacion 2 0 5 1 = 8 dice que multiplicar por A transforma Xen b .

%/—/
A 1 b

Desde este punto de vista, resolver la ecuacién Ax=Db equivale a encontrar todos los vectores

X en R* que se transforma en el vector b en R?bajo la accién de multiplicar por A.

VECTORES PROPIOS Y VALORES PROPIOS

Aunque una transformacién X -— AXpuede mover vectores en diversas direcciones,
frecuentemente sucede que existen vectores especiales sobre los cuales la accion de Aes muy
sencilla.

3 -2 -1 2
Vectores propios y valores propios, EJEMPLO. Sean A= L 0 },u = [ 1 },v = [J . Las

imagenes de U y V bajo la multiplicacidon por Ase muestra en la figura 1. En realidad, Av es

solo 2v. Asi que A solamente “estira” o dilata v.

+ ° AV
4
-~ d v ;
,/ u P
s
b At X,
i’/ |
Au® T

Figura 1. Efectos de la multiplicacion por A.
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1 6 6 3
Eigenvector. EJEMPLO. Sean A:{5 },u :[ },v :[ } éSon U y v vectores propios de

o
L

entonces U es un vector propio correspondiente a un valor propio -4, pero V no es un vector

propio de A, porque Av no es un multiplo de v.

3
Eigenvalor y polinomio caracteristico. EJEMPLO. Encontrar los valores propios de A= {3 6}

El escalar A es una valor propio de A sivy solo sila ecuacion AX = AX tiene una solucion no

trivial. Pero esta ecuacion es equivalentea Ax—Ax=0 o
(A-Al)x=0

Este problema es equivalente a encontrar todas las A tales que la matriz A— Al no sea

invertible (por el teorema de la matriz invertible). Luego,

S R P
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esta matriz no es invertible precisamente cuando su determinante es cero. Asi que los valores

propios de A son las soluciones de la ecuacién (polinomio caracteristico)

3
det(A—M):de{ }:0
3 -6-4

de modo que: det(A—Al)=(2-A).(-6-1)—(3).(3) =A° +441—-21=0, por lo tanto los valores

propios de Ason3y-7.

Diagonalizacidn ortogonal. EJEMPLO: vamos a diagonalizar ortogonalmente la matriz

2 11
A=|1 2 1].Su polinomio caracteristico es —A°>+64>-91+4=—(1-4).(A-1)° =0, por
1 1 2

lo que los eigenvalores de Ason 4, =4y 4, =1.

1 -1] (-1
Los eigenespacios correspondientes son E, =espacio| |1||y E, =espacio|| 0 |,| 1
1
1]]-1 11]-1
Se verificaque [1].| 0 |=0y |1].| 1 |=0, loque prueba su ortogonalidad.
1111 1110
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Necesitamos tres eigenvectores ortonormales. En primer lugar, aplicamos el proceso de Gram-

1
-1 -1 -1 2
Schmidt3*®a | 0 |y | 1 | paraobtener| 0 |y| 1 |.Elnuevo vector, que ha sido construido
1 0 1 1
| 2]
-1
de tal manera que sea ortogonala | 0 |, todavia se encuentra en E, y de este modo es
1
1
ortogonal a | 1|. Por consiguiente, tenemos tres vectores mutuamente ortogonales y todo lo
1

que necesitamos hacer es normalizarlos y construir una matriz Q con esos vectores como sus

columnas. Asi determinamos que

N
&l

L
2
0

y es sencillo verificar que Q'AQ =

o O b~
o — O
= O O

b
Sl &le &l
Sl &

1
2

30 Método para construir una base ortohonal (u ortonormal) para cualquier subespaciode R".
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ANEXO 2

Comandos de MatLab utilizados para el procesamiento de imagenes.

>>A=imread('ubicacién y nombre de la imagen en la PC incluyendo su extension’); % lee la
imagen en la ubicacién que se encuentra, el signo % significa que a partir de alli Matlab no toma
lo escrito como como comando, es decir que se utiliza para anotar referencias. El punto y coma
al final de la sentencia significa que Matlab procesa pero no muestra el resultado, si no lo
hubiera puesto apareceria la matriz. Por ejemplo, entre paréntesis iria

(‘C:\Users\User\Desktop\unlam.jpg')

>> A=double(A); % La funcion double se utiliza para poder realizar operaciones con la matriz A
gue implican numeros decimales

>> A=A(:,:;,1); % En el caso de imagenes en formato jpg, se debe hacer un paso mas para
obtener la imagen en escala de grises (debido a la forma en que se almacena la imagen jpg).

>> figure(1);

>> colormap(gray);

>> imagesc(A); % muestra la imagen original

>> [U,S,V]=svd(A); % descompone |la matriz A en valores singulares

>> k=12; % aproxima la matriz A a los 12 primeros valores singulares
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>> Ak=U(:, 1:k)*S(1:k, 1:k)*V(:, 1:k)';

>> figure(2);

>> colormap(gray);

>> imagesc(Ak); % muestra la figura con k=12

>>W=diag(S); % forma un vector columna con los valores singulares, ordenados de mayor a

menor

>>W(100,:) % muestra el valor singular que esta en la posicion 100

>>size(A) % muestra el tamafio de la matriz A

>>semilog(W) % realiza un grafico semilogaritmico con los valores singulares

>> IMPIXELINFO % situando el puntero del mouse sobre los punto de la figura, muestra su

ubicacién en la matriz y el nUmero de pixel asignado
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